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الووقع الرسوي للوديريۂ العامة للوناهج 
على i‏ ل mm‏ الانترنت 


الاركز الثقني لأعمال ما قبل الطباعة 


Mm 


تعنى وزارة التربية بإعادة النظر في الكتاب المدرسي من حين إلى آخر وتعديله حينا آخر 
واستبداله حينا آخر وفق ما تقرره لجان مختصة تؤلف لهذا الغرض . وتلقى كتب الرياضيات 
نصيبها الوافي من هذه العناية. 

وهذا الكتاب الثاني من سلسلة كتب الرياضيات للمرحلة الإعدادية للفرع الأدبي › وقد 
رتبنا هذا الكتاب باربعة فصول » يبدا الفصل الأول بموضوع اللوغاريتمات› والفصل الثاني 
ندرس فيه موضوع المتتابعات » أما الفصل الغالث فيتناول موضوع المصفوفات والخحددات »وينتهي 
الكتاب بموضوع الإحصاء . 

لقد تم وضع هذا الكتاب وفقا للمنهج الدراسي المقرر وحاولنا إن نستخدم الطرق التربوية 
الحديثة فقمنا بهذا المجهود واضعين نصب أعيننا شرح كل مادة من مواده شرحا يقربها من 
الافهام وتوخينا الإكثار من التمارين العملية التي يصادفها الطالب في حياته العملية › ومتدرجة 
من السهل إلى الصعب . 

وختاما نرجو إن نكون قد وفقنا إلى خدمة أبنائناالطلبة » ونرجو من إخواننا المدرسين أن 


يوافونا بملاحظاتهم حول هذا الكتاب لكى نتلافى النقص فيه والكمال لله وحده. 
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الفصل الارل 
CHAPTER 1‏ 


نبذة مختصرة عن اللوغاريتمات 

اكتشفت اللوغاريتمات في اوائل القرن السابع عشر» لاهميتها في تبسيط الحسابات المعقدة للعلوم 
الطبيعية والهندسية . واللوغاريتمات اساسية في الحسابات التجارية والفكرة القائمة عليها اللوغاريتمات 
هي تحويل الاعداد على شكل أس والتعامل معها عوضا عن الاعداد الاصلية. 

وفيما يلي بعض استخدامات اللوغاريتمات :- 
0 استخدامه في قياس قوة الزلزال على مقياس ريختر. 
0 يصف الرقم الهيدروجيني للمادة (۳1ص) درجة حموضة المادة ونحسب باستخدام اللوغاريتمات للاساس 

0 حيث الرقم الهيدروجيني ر( '11) چ0[ - = 1٤م‏ 

1 تركيز ايون الهيدروجين في المادة 
8 يستخدم في قياس شدة الصوت () بالدیسیبل حیث 
0g ۰.‏ 1-10 حيث ه: شدة الصوت 
٥‏ : اقل شدة للصوت تستطيع اذن انسان عادي ان تميزه 


0 حساب سرعة الصواريخ ( ۷ ) حيث 
V=- 0.0098 N + v Ln (R)‏ 
[N‏ : زمن اشتعال وقود الحرك 
ر۷ : سرعة انطلاق البخار 
۸ : نسبة كتلة الصاروخ محمل بالوقود الى كتلته بدون وقود 
۳۸ : لوغاريتم الطبيعي 


© فى الاحصاء يستخدم فى 
حساب الفائدة المر كبة المستمرة 3 حيث 
a= M e RR‏ 
R۸‏ : الفائدة 


N‏ عدد السنوات 


0 حساب الوسط الهندسى 


Geometric Mean = " 


ا اللاحقة سندرس اللوغاريتمات العشرية والطبيعية. 


الدوال الأسية والدوال اللوغاريتمية 


Exponential and Logarithmic Functions 


لقد تعرفنا فيما سبق على الدالة الحقيقية والان سندرس انواع اخرى من الدوال مغل الدالة الاسية 


رالدالة اللوغاريتمية 


Exponential Function الدالة الأسية‎ ] 1 - 1[ 


لناخذ الدالةالحقيقية  ٠‏ Rح—=-۸R‏ :] لعرفة بالقاعدة 2=( f‏ 


الجدول ( 1 - 1) يعطينا بعض الازواج المرتبة لبيان الدالة ؟ 


الجدول ر1 - 1) 


ان کل زوج مرتب ر( 2 , يعين نقطة في المخطط البياني للدالة .٤‏ وبتمنيل الازواج المرتبة في المستوي 
الاحداثى نحصل على الشكل (1 - 1 الذي يمل جزءا من التمثيل البيانى للدالة 
2 


)3,8( 


)2,4( 


الشكل (1- 1) 

من هذا الشكل بمكننا تحديد قيمة تقريبية للدالة 2=  )>(‏ عنداي قيمة معلومة للمتغير × وبالعكس . 

فمغلاً: عندما 1.4 =× فمن الشكل نحد ان 2.7 = “" 2 تقريبا 
واذا کان 6.2 = *2 فمن الشکل نحد ان 2.65 =× تقریبا 


ان مغل هذه الدالة تسمى دالة اسية وتعرف كمايلى: 


| ملاحظة 


Logarithmic Function الدالة اللوغاريتمية‎ ]1 - 2[ 


لقد درسنا سابقاً الدالة الأسية ۵ = ر( f‏ حيث ۸ ح9 ۸ f:‏ وا أن لكل دالة تقابل دالة عكسية 
فإن للدالة الأسية دالة عكسية . وهي دالة تقابل 

f1. RÈ R 

فمجالها R7‏ هر المجال المقابل للدالة الأسية › ومجالها المقابل R‏ 0401231۸ هر مجال Donain‏ 


الدالة الأسية والتى هى تقابل ايضا والتى تسمى بالدالة اللوغاريتمية . 


تعريف (2 - 1) 
يرمز للدالة العكسية للدالة *۷=4 
بالرمز ¥ ,108 = ×ونقول ان × هو لوغاريتم ¥ للاساس 4 ويمكننا ان نكتب العلاقة الأتية 
x = Log, y ay = 2"‏ 
حùı x ECR, y&R‏ 


اكتب 5 = 125 بالصورة اللوغاريتمية. 
الحل 

5= 125 يكافئ 4 = ¥ صورة أسية 
[10g ¥‏ = × یکافئ 3 = E‏ 


اكتب 5 = 32 ر10 بالصورة الأسية 

الحل 

Log y=x‏ یکافئ 5 = 10832 صورة لوغاريتمية 
= ۷ يكافي 2= 32 صورة أسية 


اتب الصررةالكاة لكل عا باي 
Log 10000 = 4. 73 = 343. Log 1/25 = -2 « (0.01) = 1‏ 
5 10 


[ 3 - 1] خواص الدالة اللوغاريتمية 


من خواص الدالة اللوغاريتمية ما يلي : 
(4) لكل عدد حقيقي موجب لوغاريتم » وليس للاعداد الحقيقية السالبة والصفر لوغاريتمات حقيقية. 
(ط با ان الدالة اللوغاريتمية تقابل فان: 
x=y f Log x=-Log Y. xy € R‏ 
)٤(‏ لا كان ]1 + R Jia >0. a4‏ ع ۷ .× سنقبل القواعد الاتية بدون برهان : 
Log xy=Log x+ Log y (1)‏ 
Log x- Log ¥ (2)‏ = ك Log,‏ 
n € R iz. Log x"-nlLog X (3)‏ 
Log a=1 (4)‏ 
Log 1=0 (5)‏ 


أثىت ان [ = 2 Lo 17 - Lo 34 +2 Lo‏ 
ب ( و52 45 82 )8 


الحل 

17 34 2 : 
Ey O + SS 
Log, 1Z 
34 9 
Log ر‎ 2= 


=1 الطرف الاين 


( و۰ ھ.م( 


مغال 84 
جد مجموعة حل كل من المعادلات الاتية : 
(a) Log, x= 4‏ 


(b) Log 64-6 


1 
)€C( Loğ, Tz = X 


(aر‎ og, x -4 =3 × 3^ = x - 1 
.. S = {81} 

(b) Log 64 = 6 =3. 64-x× = 26- × = x= ۳-2 
x=2ER” 


S2 


> 2_5 5چ -×x 1 _5g*‏ ف ,ع0 8 


..×=- 3 


O 


س1 | فيما يلى علاقات غير صحيحة دائماء مغلا اعط 4 = ۷ » 4 = × وبين ذلك . 


)aر‎ Log, (xX + ¥) Log x + Log Yy 
Log x 


Log Yy 
(c) Log xy # Log x Log y 


(b) Log, (x- ¥) # 


(d) Log x” 4 (Log x)’ 
: س2 | جد قيمة×‎ 
(a) Log 0.001 = x 
(bر‎ Log, = -3 
8 

(c) Log” x= 5 

س3 / جد قيمة ما يأتي : 
L0g, 5 + 2 LO0¥ ° ©‏ 4 + رگ (a) LOE,‏ 

9 


(b) 2Log , 8 +Log,, 125 - 3 10g 20 
(x-1) 


(c) Log (x -1) -2Log (x -1) + Log, 
(x+1) 

(d) Log,8 - Log,27 - Log,65 

: جد قيمة‎ [0€ 2 = 0.3010 . [10g 3 = 0.4771 س4 / اذا كانت‎ 
(a) Log 0.002 
(b) Log „300 
(c) Log 412 

س5 / حل المعادلات الأتية: 

(a) Log, (2x-1) + Log, (x+4) = Log, 5 


(b) Log, (3x<+5) - Log, (x-5) =3 


Decimal - Logarithms اللوغاريتمات العشرية‎ ] 1 - 4[ 


سبق وان درسنا اللوغاريتم لاي اساس 1 # 0.4 ر4 

والان سنتعرف على لوغاريتم اساسه 10 =4 . يسمى اللوغاريتم العشري ر اللوغاريتم الاعتيادي) . وقد 
اتفق على عدم كتابة الاساس (10) حين استعماله. حيث ۷ 0€[ يکتب بشكل ۷ 10g‏ 
فمثلا : 7 0[ يكتب بشكل 1037 وكذلك 0.05 0€[ يکتب بشکل 0.05 0[ ومن المفيد هنا 
ان نذ كر بعض اللوغاريتمات للقرى الصحيحة للعدد 10 معتمدين على Log10" = n:‏ 


ة2 1ه د2 لے د 
چ س 


Log 107=7 «Log 10*^ = 4: فمثلا‎ 


Log 0.01 = Log 10 ”=-2 «. Log 0.00001 -=Log10 7= -5 


Natural Logarithms اللوغاريتمات الطبيعية‎ ] 1 - 5 [ 


تعرفت على اللوغاريتمات العشرية حيث كان الاساس 10 = 4 
والان سنتعرف على اللوغاريتمات التي اساسها 2.71828 7 م=4 
والتي تسمى باللوغاريعمات الطبيعية والتي تكتب بشكل 
[ny‏ حيث 2.71828 = e=4‏ 
اذا وضعنا 4-۰ في تعريف (2 - 1) فنحصل على 


x=inya gy =e* 


ملاحظة 
للاطلاع 
e = 5‏ 


ريمكن ايجادها بالعلاقة 
or lim (2+ 1,1, 1‏ 1 ف lim‏ 
n!‏ 8 2 0ہ 1 1 ` noo‏ 


البرهان 


مغال 81 


جد فيمة × اذا علمت ان 


لحل نأخذ اللوغاريتم | لطبيعي للطرفين 


ا 2 (تبديل الاساس) 


+ 


أو كن أن يكتب بالشكل : 


In (e)=x. V xER 
Ine* xine 


XxX 1 


= X 


e 2x -1 - 8 


e 1-8‏ ہ1 وحسب النتيجة رل 


.'. 2X -1-[n8 


2X -1+I1n8 


x_ di +In8) 


ر 


7 a>0. a #۶1 
1 

Log x= 

Ina 

Log x= 0 


نفرض(1) .......... y=Log xax =a’‏ 
بأخذ اللوغاريتم الطبيعي للطرفي العلاقة (1) 


In x -lIna» 
In x=ylna 
In x 
الطرف الأن‎ ¥ = Ina 
Log x TT o 
وبنفس الطريقة وبأخذ اللوغاريتم العشري لطرفي العلافة (1) نستنتج إن : ا‎ 
Ooga 
) 192 مثال‎ 
1 1 
ما قيمة‎ 
Log, 15 Log, 15 
الحل‎ 
باستخدام نتيجة (2) 1 ا سے‎ 
Inl5 In15 ۰ 
In3 In5 
In3 1 In5 
In15 In15 
dn 3 + In 5) 
In 15 
In15 


In15 


[6 - 1] استخدام الألة الحاسبة 


تواصل الموضوع 
بعد دراستنا للوغاريتمات الطبيعية والعشرية وبعض فوانين اللوغاريتمات » الأن سندرس كيفية استخدام 


الحاسبة cu 3٤0۲‏ هة لايجاد لوغاريتم عدد ولوغاريتمات الاعداد المقابلة وكتطبيق كما درسناه سابقاً. 


اولا: ايجاد لوغاريتم العدد 
(1) في حالة اللوغاريتمات العشرية : (‡0]) 


(a)Log7 «<. (b)Log13 « «c) Log0.08 « (d) Log1.5 
لحل‎ 
0.84509804 نکتب 7 ثم نضغط على 03[ فيکون الناے‎ )4( 
Log 7 = 0.84509804 اي‎ 
1.11394335 نتب العدد 13 ثم نضغط 108 فيكون الناع‎ )( 
-1.096910013 فیکون الناچ‎ [٥g نکتب العدد 0.08 ثم نضغط‎ )٤( 


0.176091259 نکتب العدد 1.5 ثم نضغط ع0[ فيكون الناع‎ )d( 


(2) فى حالة اللوغاريتمات الطبيعية :( 1۸ 


(a) In7 
(b,) In 13 
(cc) In 0.08 
(d) In1.5 


الحل 

(4) نكتب العدد 7 ثم نضغط على 1١‏ فيكون اللا 1.94510149 

() نتب العدد 13ثم نضغط على 11 فيكون الناع 2.564949357 

- 2.525728644 نكتب العدد 0.08 ثم نضغط على 11 فيكون الات‎ )٤( 
0.405465108 (ل) نكتب العدد 1.5ثم نضغط على 11 فيكون الناغ‎ 


ثانيا : إيجاد العدد المقابل اذا علم لوغاريتمة 
(1) فى حالة اللوغاريتمات العشرية: 


© نکتب لوغاریتم العدد (المعطى) ونضغط على مفتاح 2ndF‏ ویکون مغایر لاود 


(اصفر » ازرق...) ثم نضغط على مفتاح 03[ فيظهر العدد المطلوب. 


منال 83 


جد الاأعداد المقابلة للاعداد التى لوغاريتماتها العشرية هى : 


(a) 0.84509804 


(b) 1.113943352‏ 
1.0969113 - ر)c)‏ 
(d) 0.176091259‏ 
الحل 
(4) نکتب 0.84509804 ثم نضغط علی ۴ 2۸4 ثم نضغط علی مفتاح 10g‏ فیظھر 7 
(ا) نکتب 1.113943352 تم نضغط علی 2۸4۴ ثم نضغط علی مفتاح 108E‏ فیظھر 
9 == 13 
(>) نضغط مفتاح| - | نكتب 0.096910013 وثم نضغط [ = ] فیظهر 1.096910013- 
ٹم نضغط ۴ 2۸d‏ ثم چ٥[‏ فیظھر 0.08 
(ل) نکتب 0.176091259 نضغط علی ۴ 2۸d‏ ثم [0٥g‏ فیظھر 1.5 


|| ملاحظة 


(قارن نتائج مغال( 1) مع هذا المغال) 


(2) فى حالة اللوغاريتمات الطبيعية (11) 


0 نكتب لوغاريتم العدد (المعطى) ونضغط على مفتاح 2۸34۴ ثم نضغط على مفتاح 11۸ فيظهر 


مغال 84 


جد الأعداد المقابلة للاعداد التى لوغاريتماتها الطبيعية هى : 


(4) 9 


2.564949357 ر 
44 )€( 
(d) 0.405465108‏ 


الحل 
(4) نکتب 1.945910149 ثم نضغط 214۴ ثم مفتاح 11 فیظھر 7 
(ط) نکتب 2.564949357 ثم نضغط 214۴ ثم مفتاح 11 فیظهر 12.99999999 = 13 
ر» نضغط | -] نكتب 2.525728644 ثم |[ =] فیظهر 2.525728644 - 
ٹم نضغط 214۴ ثم 1١‏ فیظھر 0.08 
رل) نکتب 0.405465108 نضغط 214۴ ثم 1۸ فیظھر 1.5 


امنلة تطبيقية على قواعد اللوغاريتمات (استخدم التك الحاسبة) 


مدال 1 8[ 


جد قيمة 5 چ0[ 


الحل 


بتبديل الاساسات الى اساس 10 يكون (نتيجة 2) 


مغال 92]) 


جد قيمة 3 10g‏ + 3 ہ1 


الحل 


مثال 83 


Log, 14 - Log, 7 جد قيمة‎ 


الحل 


Log 5 0.69897 


Log, 5 = > 0.77397 


Log 8 0.90309 


Log 3 = 0.4771 
In 3 = 1 116 
‘.In 3 + Log 3 
= 1.0986 + 0.771 


= 97 


Log, 14 - Log, 7 
14 
Log == 
8; 


وباستخدام تبدیل الاساس 2 Log,‏ 


Log 2 
8 _ 0.3010 - 04507 
Log5 0.6989 


23 


مغال 184 


مغال 85 


حل المعادلة 81 = * 7 


الحل 


7 8 


نأخد ,108 للطرفين 


ر 65.26 = × 


X= (65.26 ر‎ 
Log x = 2-108 65.26 وباستخدام الألة الحاسبة‎ 
Log x = × 1.8147 


Log x = 1.2098 
xz 1 Nګ06‎ 


Log 81 
Log 7 


Log, 7* = Log, 81 =—3-3x Log 7 = 


Log8l1l ۰ 
X= باستخدام الالة الحاسبة‎ 
Log 7 
1.9085 
0.8451 


SK 20 


3X = 


0.7528 


ک۳ 
1 


'. S= 0.7528} 


مغال 86 
بفرض انك تستثمر (2) مليون دينار بفائدة مر كبة سنوية مستمرة قدرها 5.5 . اوجد جملة ما 
ستحصل عليه بعد (5) سنوات . 
الحل 
قانون حساب الفائدة المر كبة المستمرة هر ** N" e“‏ هج 


حيث 1 المبلغ ء ۸ : الفائدة »۸ عدد السنوات 


33 5 


a = 2000000 x e 

4 = 2000000 باخذ اللوغاريتم الطبيعي للطرفين ”””" ع‎ 
In a = In 2000000 + 0.275 Ln e 

In a= 14.7836574 


a 7z 26361 


مغال 97 ) 


= Geometric ean الوسط الهندسي‎ 


الوسط الهندسي = 99× ×x120‏ 110 × 93× 105 لہ 


Log = Log 99 + Log 120 + Log 110 + Log 93 + Log 105 ) J‏ (الوسط الهندسي) 


- 1 10.105881 ‹ 


5 
6 `= 
باستخدام الألة الحاسبة لأيجاد العدد المقابل نحد ان 


الوسط الهندسي = 104.996851 


س1 / جد قيمة كل من: 20 ×1 .11 ,چ10 .8 10g‏ 


(استخدم التك الحاسبة) 


(a) 2 Log, 58 -Log, 21 
(b) Log, 26 + Log 26 + In 26 


)11.023( ر 0.0562 / رa)‏ 


(a) 2-5 (byez = 10‏ 
س5 / باستخدام قانون الفائدة المر كبة “*“ M ٠‏ = جه لاستنمار مليون دينار بفائدة قدرها ./ 3.5 ولدة 


(3) سنوات . جد جملة ما ستحصل عليه. 
س 6 / جد الوسط الهندسي للاعداد : 4. 84.96.88.60.71.89.90.82. 93 


س3 / جد قيمة کل نما ياتى : 


و اتاك 
1 1 1 
Log a Log, abc be + TE bE =1‏ رa)‏ 
(b) Log 40/9+22Log 5 + Log 6)=5‏ 


س8 / اي مقدار (مقادیں) یکافےء المقدار ۲ [0g‏ + ھ4 چ3[0؟ 
(a) Log (ab)‏ 
(b) Log ab‏ 
(«c) Log a x Log b‏ 
(d) Log a + Log b‏ 

س9 / اختر الاجابة الصحيحة اذا علمت ان 0ا × 4 [0g‏ هي: 
(a) Log a x Log Db‏ 
(b) Log a + Log b‏ 
(c) Log (a+b)‏ 
ليس اي منها ر ) 


الفصل الثاني 
CHAPTER 2‏ 


Sequences 


[ 2-1 ] مقدمة 


لقد درسنا كيرا من المفاهيم (المعلومات) في السنوات السابقة في مادة الرياضيات ولكن مايهمنا 

استذكاره في هذا الفصل مايأتي : 

1 مجموعة الاعداد الصحيحة (۲58٤عع)ط1‏ الموجبة [...,1,2,3,4)- 7Z‏ التي هي نفسها مجموعة 
الاعداد الطبيعية عدا الصفر ) N” ={...,1,2,3,4 (Natural‏ 

2) معنی الدالة( ٥٥‏ ذاءصں۴ ) وتمیل بعض انواع الدوال 

3) تكون الدالة معلومة متى ماكان كل من قاعدة اقترانها ومجالهار 001١31١‏ ) ومجالها المقابل 
c0d 0min)‏ ) معلوما. 

ea e N a 


. Real Numbers « R) ةيaيقحنkا الاعداد‎ 


فى هذا الفصل سندرس دوالاً من شكل خاص يكون مجالها مجموعة الاعداد الصحيحة الموجبة *7 


[او نفس المعنى مجموعة الاعدادالطبيعية عدا الصفر N"‏ ] ومجالها المقابل اي مجموعة غير خالية. 


تعريف (2-1) 
كل دالة مجالها المجموعة 7 1او N‏ ]ار مجموعة جزئية من 7 بالشكل إصر...,1,2,3) 


حيث 1 عدد طبيعي إصحيح]موجب معين ومجالها المقابل مجموعة جزئية غير خالية تسمى 
متتابعة (11€18€ا¶€S$)‏ . 

في هذا الفصل سن ركز اهتمامنا على دراسة المتتابعات التي يكون مجالها المقابل مجموعات 
جزئية غير خالية من (). 


ما إن جميع المتتابعات مجالها المجموعة 7 او مجموعة جزئية غير خالية فيها بالفعل ‏ 1,2,3,...,1) 
سوف نهمل ذكر المجال ونكتفى بذ كر قاعدة الاقتران فقط . 


امنلة 8ا 


225-€ :7ع م VY‏ [ارونقول 7× عم 7V‏ ]وان 


3-=1-5لUad)=2x‏ يسمى الحد الاول للمتتابعة ويرمز له ,ا 
U2)=2x2-5= -1‏ يسمى الحد الثاني للمتتابعة ويرمز له رلا 
U&)=2x3-5 =1‏ يسمى الحد الغالث للمتتابعة ويرمز له ا 
U«4)=2x4-5 =3‏ يسمى الحد الرابع للمتتابعة ويرمز له لا 
U6)=2xX5-5 =5‏ يسمى الحد الخامس للمتتابعة ويرمز له ٍ١ا‏ 
U6)=2x<6-5 =7‏ يسمى الحد السادس للمتتابعة ويرمز له ا 


وهکذا Un)= 2n-5‏ يسمى الخد النوني (الحد 1) للمتتابعة ويرمز له بالرمز 01اوعليه فإن 
U = {(1,-3), 2-1), 3,1), 43)55 (>... 2-5 (7, ... 7‏ 
او تکتب بالشكل 
U= {n 2n-5): V nE€EZ }‏ 
ولكن كما ذكرنا اننا سوف نهمل ذكر المجال فلذلك يمكن أن نهمل مجموعة المساقط الاولى ونكتفي 
بكتابة مجموعة المساقط الثانية 
U1,U2, U3,U4..., Un...‏ 


ولتمييزها عن المجموعات سنكتب حدود المتتابعة بين قوسين من الشكل «ر »» فنكتب المثال السابق 
ڍڊ...,U2,U3,U4,...,UIn (Uny= (U1,‏ 
او بالشکل 


E E E N 


امغلة 0 
اكتب الحدود الستة الاولى لكل من المتتابعات الآتية ثم اكتب المتتابعة بالشكل اعلاه كما فى المغال 
السابق) 
<Uny = <0)‏ )1 
الحد الاول 1-1 U1=‏ 
افق ور 
الحد الثالث 37-9 U3-‏ 
الخد الراب 4716 U4‏ 
الحد الخامس 525 =5 U‏ 
احد السادس 6-36 =6 0ا 
ڍ...,U6,...,UÛIM <Uny =< U1,U2, U3, U4, U5,‏ 
y‏ ...و0 ر...,1,4,9,16< - 
Hn= dd‏ )2 
<IIN> =< 2‏ ) 


H1 =1 


ب ب 
N»‏ 2 
ll |‏ 


س 
61 
1 


. a2 
کم دا‎ 
|| || 
“|د دادن ا س س سآ‎ 


<Hn>y = <H1,H2,H3,H4.. „Hn. < 


1 


29 


= <1,1/2,1/3,1/4...,1/ 0,...< 
3) <Uny = 2n+ 1)" 
U1 =2xل1+‎ 1) = 2-1-1 
U2=2xل2+‎ 1)” = 4+15 
U3 =2x<3+ 1)” = 6-1-5 
U4-2xل4+-1)*‎ = 8+1-9 
U5=2x<5+ 1)” = 10-1-9 
U6=2xل6+-1)°=12+1-3‎ 
<(Uny = <U1,U2,U3,...,2¬+((-1)"ر...ڍ‎ 
= <1,5,5,9,9,..., 21+ )-1( ...و"‎ < 
4) U1=-1,U = (n+1).Un 
U1=1 
U2U 12 
U3= 3102 =3 × 2= 6 
U4= 4U3 =4 x 6-24 
U5=5U4= 5 x 24-10 
U6= 6U5 =6 x 120 = 70 
<Uny =< U1,U2,U3,..., U1 =1, Un+1 = m+1). Un)»...ڊڍ‎ 
= < 1,2,6,24,..., U1 =1, Un+1 = m+1). UnM),...ڍ‎ 


1 


ملاحظة ر )١‏ 
نلاحظ ان المتتابعة < 2,4,6,8,10,12›>=ر Un‏ < تختلف عن المتتابعة <4,2,6,8,10,12<=رHny‏ <« 
وهذا یعنی ان ] H2# U2‏ اي ان [ U2-4, H2=-2‏ وكذلك HI#U1I]‏ اي ان ] U 1-2, H]1=4‏ ان 


ترتيب حدود المتتابعة مهم ويؤثر فى تغيير المتتابعة اي أن الترتيب يعتبر من الخواص المميزة للمتتابعات . 


|| ملاحظة (۲) 


لاحظ الامغلة الأتية 
وn-™n<‏ = <Uny‏ )1 
U1=1-1-0 U 2-2-2-2‏ 
U3 = 3 - 3-6 U4- 4-4-12‏ 


تعلمنا ان 01 يسمى الحد الارل للمتتابعة. 02 حدها الثانی» ... وان 0۸-1-1۸ یسمی الحد ۸ 
(النونى للمتتابعة ويسمى ایضا بحدها العام( ۲1٢‏ ۴۲۵1ع ) اي انه فى هذا المغال : 
(الحد النونی) = الحد العام = Un=nٌ”-1‏ 


<Hn> = <2" »,‏ )2 
”ما2727 , إ7 I=‏ 
H3=21-2 =4...‏ 
والحد العام للمتتابعة هر '”2= H۸‏ 


ملاحظة ر )٣‏ 

لمتتابعة التي يكون مجالها مجموعة جزئية غير خالية من ( 7 وبالشكل [ م ,...,1,2,3] مرتبة 
تصاعديا ابتدا بالعدد ( 1) الى العدد المعيّن (1) تسمى متتابعة منتهية( $۴418 #انصذ۴ ) اما التي 
مجالها ( ⁄) تسمى متتابعة غير منتهية ) (Infinite $eq€1C€‏ . 


امثلة 0 


1) U: {1,2,3,4,5,6|—-ÈR 
معرفة كما يأتي وم2 مل‎ 
تكب بذ كر حدودها بالشكل‎ 
و3 واوا 3و5و7 واا‎ 
- U1, U2, U3, U4, U5, U6, 


حیث حدها الارل7- = 01 وحدھا الاخیر 3 = 106ا وعدد حدودها 6 = n‏ 


2) H : >—إ1,2,3,4,5,6,7,8,9,10{‎ R 


معرّفة كما يأتي Hn = B1‏ 


J+ _ _2+1 _ 3 
H1 = ك‎ 2 H2 = ZÛ = 3 
_ 311 _ _4_ _ 4+1 _ _5 
113 = ك چ = چ‎ 
H5- SA- _6_ H6- 61 - _Z_ 
5 5 6 6 
_ Z1 _8_ _ 8+1 _9 
17 = کک چ چ‎ 8 
_ 911 _ 10 _ 10+41_ [J11 
19 = وک‎ = H110 = n= ¬ 


[ 2 - 2] التمثيل البيانى للمتتابعة: 


عا ان المتتابعات مو صوع دراستنا ھی دوال عددية مجالها اما Z*‏ او مجموعة بالشكل 
n}‏ 9 1,2,34 بشرط أن (1) عددا صحيحا موجبا معين وإنه يمكن تمنيل المتتابعات باشكال 
بيانية وكما موضح فى الامغلة الاتية : 


أمثلة 8]) 
مغل الاشكال البيانية لكل من المتتابعات الاتية: 
1)<UÜny=< 7-3" y‏ 
لمشيل المتتابعة بيانيا نكتب عدداً معقولا من حدودها ابتداءاً من الحد الاول ثم نرسم محوري الاحداثيات 
[ محور السينات كآ×ه - × ومحور الصادات كآ×ه - ۷] ونعين المجال على محور السينات ونعتبر المجال 
المقابل (۸) [اذا لم يذ كره] والذي يعين على محور الصادات فنقول : 
U1=4, U2-=1], U3=-2, U4--5, 05=--8‏ 
ونعين النقط 


)1,4(‹,) 2, 1(‹,) 3, -2(‹,)4‹,-5(‹,) 5-8 ( 


2)< Hny=< ( ڪ")1‎ 
H1 -=-1, H2-1, H3--1, H4-1, H5 = -1, H6 =1 
ونعن النقط‎ 


(6‹1) ‹ ( 0-1 ‹ (41) ‹ ( 3-1 ‹ (2,1)) ر (1-رل) 


Y 


)2,1( )4&1( )61( 
® ® 0 


0 ® چ 
3 (3-1) (1-رل 


ہ1[ 
را <GNn>y=<Jl+‏ )3 


G1 -=1-1 =0 62-1 5 

2 2 

1-1 Z2 1+ _ 5 

G3 3 3 G4 1 1 

س G-11‏ 65-11-4 
نعين النقاط ,۰)6( 4,2(5( ,۰)3( :2 )(1,0) 


2 
4 a 
( 3 ) 


4)< Hn>y=<-4,-2,0,2,4,6,8 > 


نلاحظ ان هذه المتتابعة هى متتابعة منتهية وعليه نرسم حدودها بتعين النقط 
7,8(7 › 6,6(7 .› (5,4) › (42) ›(3,0) .)2-2 ›(4-ر1) 


لكل من المتتابعات الاتية اكتب الحدود السبعة الاولى ثم مغلها بيانيا : 
Un>=<1+(-1)"»‏ < )1 
2)<Hn>y=«< / n+l»,‏ 
Hn »= <n” -3»‏ < )3 
Un» = J0 -2ny‏ <)4 
GN >= <4)‏ < )5 


عندما ٨‏ عدد فردي 3 


6) Un = 


عندما 1 عدد زوجی 3- 


7)< Mn >»=< -3 (1)"> 


8) < Gn =ر‎ <3 E 


1-2n 
n 


9)«< Mn > = < 3 


10) < Un »= ر‎ 


[2-3] المتتابعات الحسابية )ائعددية( Arithmetic Sequences‏ 


لنلاحظ الامغلة الاتية: 
ر1)<Un>y=<1,4,7,10,13,16,19,22‏ 
ر 2)<Hny»=<30,25,20,15,10,5,0,-5,-10,-15‏ 
3)<Gn>y=<1,4,9,16,25,36,49, 64 >‏ 
نلاحظ في المغال الاول ان 
U2- U1 =3 , U3-U2-=3 ,U4-U3-3 , 05-4-3...‏ 
وهكذا نات طرح كل حد من الحد الذي يليه مباشرة =3 وهو مقدار ثابت اي ان 3= ۸ لاا 
[ عدد( مقدار)ثابت ]. 
وفي المغال الثاني فان 
H2 - H1=-5 ,H3- H2--5 ,H4-H3=--5 , H5 - H4--5 ,H6- H5=-5‏ 
وهكذا ناغ طرح كل حد من الحد الذي يليه مباشرة = 5- وهو عدد(مقدار) ثابت أي أن: 
Hn+ı - Hn = -5‏ 
اما في المغال الثالث فان : 
G2-G1=3 „, G3-G2-5 , G4-G3=7 , 65-64-9‏ 
نلاحظ ان ناتج طرح كل حد من الحد الذي يليه مباشرة متغير لذا فإنها ليست متتابعة حسابية» المتتابعات 
التي كما في المنالين ر 1). (2) والتي تحقق الشرط عدد ثابت = 0,١‏ [نفرض العدد الثابت ل ] 


تعريف (2-2) 
تسمی المعتابعة 1لا حسابية اذا کان 6⁄7 ۷۸ . مقدار ثابت = U  -Un‏ 
وليكن ر( ل) اي ان ل = «0ا- 0ا ونفس المعنى 4+ ,’0- .ا 


حيث العدد التابت dQ‏ يسمى اساس المتتابعة وعليه لو كانت <01 متتابعة حسابية وحدها 
الارل 4 = 01 واساسها = فإن : 


ويكون حدها العام (الحد النونى) 


Un =a+ m-1) d 


وعليه تكون المتتابعة 


(Uny=<a,a+d,a+2d, ...,a+ m-1)d,... ر‎ 
امنلة ا‎ 


اكتب الحدود الستة الاولى لكل من المتتابعات الحسابية الآتية: 


=2 راساسها‎ H1 =-7 حدهاالارل‎ 1 
«Hn >= >-7,-5,-3,-1, 1,3... > 


5 


2 حدها اله ج = U1‏ ,اسا 1- d=‏ 
( ول 2 ر سها 5- 3 1- 1 
رآ ...رو ڪس رور — 


3 حدها الارل 10= 11[ واساسها 3-= 
<...رو2-5-,10,7,4,1 <=yڄ «Mn‏ 


امنلة 8]) 


1) اكتب الحد الغامن للمتتابعة الحسابية التى حدها الاول = 3- واساسها (7) 
لدينا قانون الحد العام d‏ (1-ص + 4= Un‏ 
في هذاالمغال لدينا 3--=4, 7-, 1-8 (ترتيب الحد المطلوب) 
وبالتعويض نحصل 7 .(8-1) + 3--08ا 
الحد الثامن 49+-3- - 
46 = 
2) اكتب الحد العاشر للمتتابعة الحسابية التي حدها الأول (12)واساسها (3-) 


الحل 


Un =a+ m-1).d 
a=12 „4d =--3 , 1-10 
U10-=12+ 0-1) .-3 
=12--7 
=-15 
استؤجر عامل فى اول سنة براتب قدره 200000 )دينار على ان يعطى زيادة ثابتة فى نهاية كل شهر‎ )3 
۰ مبلغاً مقداره (15000) دينار فكم يبلغ راتبه في نهاية السنة ؟‎ 
نلاحظ ان راتب الشهر الارل = 200000 دينار‎ 
راتب الشهر الغانى = 215000 بعد الزيادة للشهر الارل‎ 
راتب الشهر الغالث = 230000 بعد الزيادة للشهر الثاني‎ 
راتب الشهر الرابع = 245000 بعد الزيادة للشهر الثالث‎ 
نلاحظ ان مبالغ الرواتب تكون متتابعة حسابية حدها الاول 200000 = ه اساسها 15000 = ل‎ 
[السنة (12 شهرا]‎ ١ = 12 والمطلوب ايجاد الراتب فى نهاية السنة الذي هررم حيث‎ 
Hn =a+ n-1)d ۰ 
H12 = 200000+ 12-1). 1500 E 
=200000 + 1 0 
=0 


4) متتابعة حسابية حدها الاول=7 وحدها السادس= 8- جد اساسها واكتب الحدود الخمسة الاولى منها 
Un =a+n-1).d‏ 
a= 7,06 = -8, 1 = 6‏ 
6-1()d(‏ )+7 =8- 
-8-7-5d‏ 
5d‏ = 15- 
d= -3‏ 
U1=7,U2=-4, U3-1, U4--2, U5=-5‏ 
5) في المتتابعة الحسابية < ...«42,39,36> جد رتبة الحد الذي قيمته (6-) واي حد فيها يساوي صفر 
Un =a+n-1).d‏ 
Un =-6,a= 42‏ 
d-U2-U1= 39 - 42 = -3‏ 
( 3 )1-1 + 42=-6- 
3n+3‏ -6=42- 
3n = 42 + 6 + 3 =1‏ 
E SN RC O‏ 
اي ان 6- = ,ا 
اذا كان 3- = ل , 4-42, 0- 011 الطلوب ايجاد 1 
M-1)() 3 ( =0‏ +42 
42-3n+3-0‏ 
3n = 45‏ 
45 
n = E =15‏ 
اي ان الحد الخامس عشر = صفر 


U15 =0 


6) اذا كان الحد العاشر في متتابعة حسابية يساوي (62) واساسها يساوي (5) اكتب المتتابعة مبتدأ من 
الحد الاول 
Un=a+ (m-1). d‏ 
؟=10,a-=5,n-62,d=-U10‏ 
ر( )10-1 + 62-4 
=a + 45‏ 62 
4-7 الحدالارل 
UIs I DDS‏ 


7) جد المتتابعة الحسابية التي حدها التاسع = 5 وحدها الثالث عشر = 3- 
Un=a+ ( m-1).d‏ 
U9-5, U13--3,a4-=?, d=?‏ 


5=a+ 0-1 d 
Ce 5 =a + 8d 
-3 =4 + (13-1)d 
A -3 =4 + 12d 
+5-FaF8d 

-8 -4d 


الحد الارل 21 = a‏ 


< ... ,21,19,17,15 >-ر Nn‏ > التتابعة 


8 المتتابعة ر 1 + 30 »< =رUny«<‏ 
توجد اربع اجابات واحدة منها صحيحة . اختر الأجابة الصحيحة : 
أ) اساسها = 3 وحدها الخامس = 15 
ب) اساسها = 3- وحدها الرابع = 13 
ج) اساسها =4 وحدها الاول = 6 
د) اساسها = 3 وحدها الثالث = 10 


الحل 
المتتابعة ر1 + 3"1 < Uny=‏ <« 
<(Uny= < 4,7,10,13,16 <‏ 
لرل 4 اباسا 
الفرع أ خطاً » الفرع ب خطا » الفرع ج خطاً 
ا و 


Arithmetic Means الارساط الحسابية‎ ]2-3-1[ 


اذا كان لدينا العددان k4‏ واقخلا ب االاغكدادالرته: b,c,g‏ بحيث یکون ر&ر. <a,Dscg,.‏ 
متتابعة حسابية > الأعداد ... 8©( تسمى اوساط حسابية للعددين )ره وبذلك یکون : 
عدد حدود المتتابعة = عدد الاوساط الحسابية+ 2 


والحد الارل للمتتابعة =4 وحدها الاخير = ) 


مال 8 


أدخل ستة اوساط حسابية بين 2,37 

عدد الحدود = 8-6+2 

U8-37 , 2ھ‎ 

Un=a+(n-1).d 

37-2+7d 

35-7d 

d=5 
› U1 «=> 2,7,12,17,22,27,32,37 < : المتتابعة هي‎ 
7,12,17,22,27,32 : الاوساط هي‎ 


[ 2-3-2 ] مجموع حدود المتتابعة الحسابية 


لتكن < ١لا‏ متتابعة حسابية اساسها )d(‏ حدها الارل = 4 
(Uny=< Ul, U2, U3, U4,...»y‏ 
=<a,ard,a+ 2d,a+3d,...>‏ 
ولنرمز لمجموع (1) من الحدود من هذه المتتابعة بالرمز (١ط8)‏ ابتداء من الحد الاول فإن : 
ڻ)d..... Sn = a+(a+d)+(a+2d)+...+ (U -2d)+ U -d)+U‏ 
ويمكن كتابة المجموع ( 8۸) بالشكل : 
Sn = U +( U -d)+( U -2d)+...+(a+2d)+(a+d)+a...... 93‏ 
وبجمع المعادلتين ( ٠)1‏ (2) نحصل على : 
ڍ 2Sn = (arU )+(arU )+... + ((a+ÛU‏ 
عدد المقدار ل هر 1 من المرات فيكون : 
)ڊ 2Sn = n(arUÛ‏ 


حيث (1) عدد الحدود ابتداء من الحد الأول وبالترتيب الى الحد 4١‏ = 0۸ا 


وا ان 41 = 0۸ ران |( ۵-1 +4 = 0۸ا وبالتعویض فی ( 1 نحصل علی ان: 


Sn . [2a+ n-1).d] 


حيث عدد الحدود =1 . الحد الارل =4 .الاساس= ل 


امنلة ل 


1) جد مجموع الحدود العشرة الاولى من المتتابعة 
(Un =<17,22,27,32,... 5‏ 
Sn =3 [2a+ n-1).d]‏ 
n =10,a=17, d4 =22-17-5‏ 
10 


S10 =5 [2x17+ 10-1)x5] 


S10=5] 34 + 45 1] - 5×79 - 5 


ر 


43 


3 
ت 


او بطريقة اخرى 
a=17 „n =10 , 4 = 22-17 =5‏ 
Un =a+n-1).d‏ 
U10=17+0-1)x5‏ 
62 = 17+45 = 
Sn = 3 [a+ U |‏ 
5 = 5×79 = ]17+62 10 


2) بين نوع المتتابعة التي حدها العام <->2١-7«‏ 11 > وأوجد مجموع الحدود الخمسة عشر الاولى 
منها 

Hn =2n-7 

H1 =2x<1-7=-5 الحد الارل‎ 

الحد الغاني 3- =2-7ل2 = H2‏ 

H3 = 2x<3-7 = -1 الحد الغالث‎ 

H4 =2x<4-7 =1 الحد الرابع‎ 


نالاحظ ان الفرق بين كل حد وسابقه مباشرة مقدار ثابت =2 وعليه تكون المتتابعة حسابية فيها 


HI = -5 


d = 3(7 - )=5( =2 
n = 15 
15 
S15 = 2 ]2x-5)+ 15-1) 2) [1 
S15 - ج‎ :-10+28[ 
15 


2 x<118[|= 5 


3) جد عدد الاعداد الصحيحة الحصورة بين (100) . 1000 ) والتي تقبل القسمة على (9) بدون باق 
ثم جد مجموعها. 
لايجاد اول عدد يقبل القسمة على (9 بدون باق بعد (100) نقسم (100) على (9 فتقول 
1- 0 رالباقي 1 ولکي يکون الباقي يقبل القسمة على (9) بدون باقي نضيف له (8) فيكون اول 
عدد بعد (100 يقبل القسمة على (9) وبدون باق هر (108). 
ولأيجاد آخر عدد يقبل القسمة على (9 بدون باق قبل (1000) نقسم (1000) على (9) فنقول 
1- 10 رالباقي (1) وعلیه یکون اخر عدد يقبل القسمة على © بدون باق 999 = 1000-1 
وعليه الاعداد الصحيحة الحصورة بين (100 ). (1000) والتي تقبل القسمة على (9) بدون باق تكون 
متتابعة حسابية هي : 
ڊ108,117,126,135,...,999 < = (Uny‏ 
الآن لدينا: 
a=-108, d-9, Un =-999,n =?‏ 
Un =a+ m-1).d‏ 
( 0( 0-1 +108- 999 
-=-108+9n-9‏ 999 
9n‏ = 99 - 999 


_900 _ 
n= 9 = 100 


مجموع الاعداد الصحيحة التي تقبل القسمة على (9)بدون باق ومحصورة بين (100)» (1000) 
Sn =3 [a+ Un]‏ 

n = 100 ,a-=108 , Un = 999 

S100 100, 108+999 

S100 = ا‎ 108+999 7 


= 60‹( 1107 (== 0 


4) جد عدد الاعداد الصحيحة الموجبة الفردية التي اقل من (200) ثم جد مجموعها. 
الاعداد الفردية الصحيحة الموجبة التي اقل من (200) هي 9 , ...,1,3,5,⁄79 

تكون متتابعة حسابية فيها : 0۸-199 ,4-2 ,4-1 

Un =a+ m-1).d 

ر2 (1- +1=- 199 

199 = 1+2 n-2 

200 = 2n 

عدد الاعداد 100 = ->“ = n‏ 

S100 0 [1+199] 


S100 = 50x>200 = 10000 مجموع الاعداد‎ 


1) لكل نما يأتي اربع اجابات واحدة منها فقط صحيحة. 
اختر الجواب الصحيح 
أ المختابعة « 10-5۸0 
1) اساسها ر( وحدها العاشر = 40- 
2 اساسها (5-)) وحدها العاشر = 40 
3) اساسها (5 وحدها العاشر = 40- 
4 ليس ايا مما ذكر . 
ب) اذا كانت ر 9,11,13رلر× ,...» متتابعة حسابية فان : 
Y= -7, ۸-5‏ 
I-77, K5‏ 
53 7۸ = 
Y-7,X-5 4‏ 


جه اه الال عقر من العا عار .و 12ر 41ر4 


3 ) جد عدد الحدود والاساس للمتتابعة المنتهية التى حدها الأول =9 وحدها الاخير = 6- ومجموع حدودها 
= 24 . 


4) جد عدد الاعداد الصحيحة الحصورة بين (100 ). (1000) والتي تقبل القسمة على (12) بدون باق 


5 رتبت مقاعد قاعة في ( 25 ) صفا يحتوي الصف الارل على ر 20) ا والغاني على 21) r‏ 
والثالث على (22) مقعدا فما عدد المقاعد فى القاعة ؟ 


6( جد مجموع الأاعداد الصحيحة غير السالبة التي اقل من (500). 


7) اكتب الحدود الستة الاولى للمتتابعة الحسابية التى حدها الاول=7 وأساسها 4- = ل ثم جد حدها 


الخامس عشر ومجموع الحدود العشرة الثانية منها. 


8) ضع ثمانية اعداد صحيحة بين 38 , 2 لتتكون لديك متتابعة حسابية حدها الأول = 38 وحدها الاخير =2 


تم حد مجموع هذه الاعداد. 


9) اذا بدا بالعدد 5 فان الاعداد القابلة للقسمة على (5 بدون باقى هى ...,5,10,15 ما مجموع اول 
(30)عددا منها . 


10( کم من الاعداد یجب ان تأخذ من المتتابعة ر ...ر 4ر2,3ر, 1> لتحصل على مجموع يساوي ( 0050 ؟ 
11) جد عدد حدود المتتابعة «ر61...., 14-,17-ر 20 ثم جد مجموع حدودها. 


12( جد المتتابعة الحسابية التي حدها الخامس-8 وحدها الثامن عشر =[3- تم جد مجموع الحدود العشرة 
الارلى منها. 


13 ) ادخل عشرة اوساط حسابية بين 3,36 


14 ) متتابعة حسابية حدها الثانى =71- وحدها ما قبل الاخير = 3- ومجموع حدودها = 740- 


جد المتتابعة. 


Geometric Sequences المتتابعات الهندسية‎ ]2-4[ 


لبلاحظ المتتابعات الأتية: 
ر ...,2,6,18,54,162› )1 
ر ...4-2 ,8-,32,16-,64› )2 
ر ... ,5,79,11,113 )3 


نشاهد في المنال الارل ان : 
162 54 18 6 


TG 


اي ان ناتج قسمة اي حد على الحد السابق له مباشرة مقدار ثابت (او عدد ثاإبت) هو (3) فى هذاالمغال 


وی المتال الان اك 


اي ان ناج قسمة اي حد على الحد السابق له مباشرة مقدار رعدد) ثابت في هذا لغال هو ر لے کل 
امتتابعات التي مغل هذين المثالين تسمى متتابعة هندسية اي ان المتتابعة الهندسية هي المتتابعة التي یکون 
فيها ناتج قسمة اي حد فيها على الحد السابق له مباشرة مقدار رعدد) ثابت يسمى اساس المتتابعة ونرمز له 
بالحرف (۴) وبشرط لا يوجد حد فیها قیمته صفر 


9 7 


فا ا و ا ی ا ا 


المتتابعة 1ا تسمى متتابعة هندسية اذا تحقق الشرط 


Un U4 U3 U2 


COU SET— = 


Un-1 THU Ul 


يسمى اساس المتتابعة وبشرط #0 Un‏ لکل n CZ‏ 
Un‏ 
وعليه يكون فى المتتابعة الهندسية WES‏ 
نرمز للحد الارل للمتتابعة الهندسية <« ١1لا‏ بالرمز (4» والاساس بالرمز (۴) فان 


U TUT UE nT 


e TT 
لأن كل حد في المتتابعة الهندسية = الحد السابق له مباشرة × الاساس‎ 
اي ان الحد العام (الحد النوني) للمتتابعة الهندسية‎ 
Un =r. Un-1 


Un ar 


امثلة 
1 
1 ) اكتب الحدود الستة الاولى للمتتابعة الهندسية التي حدها الاول = 64 واساسها( 4 ) 


U1- 64 
U2-U1.r= 64 x 6 
U3 -=U2. r= -16 x 7 
ھ1‎ 
U4-U3.r=4 x a 
-1 1 
U5-U4.f=-[ x 4َ 4 
1 کک‎ 
U6U. [= = ل«‎ = — 
E TT 


او بطريقة ثانية 
U1 =a¬— 64‏ 


U2 = ar = 64 x ا‎ 


U3 = ar” = 64 x ( 0 
U4 = ar = 64 x ( 2 = -1 
U5 = ar*= 64 x Û 4= 1 
4 4 
U6 = ar = 64 x (Û 3= 1 
4 16 
>7,14,28 ,...< جد الحد السادس فى المتتابعة الهندسية‎ 2 
a=7 =ار‎ =6 
7 
Un=arr”" 


U6-7x2°-7x×32 - 24‏ 
3 متتابعة هندسية حدها الارل = 3 وحدها الخامس = 48 جد حدها الثامن 
Un = ar"‏ 
U5 -=-arُ‏ 
3r = 48‏ 
r“- 16‏ 
2= 


وهذا يعني وجود جوابین [اي متتابعتين نحققان شروط السؤال ] 


الارلی: حدها الارل = 3 واساسھا= 2 
فيكون الحد التامن ‏ 128-384 × 27-3 × U8-=3‏ 


الغانية: حدها الاول = 3 واساسها = 2- 
فيكون الحد الغامن 384-- 128-×3 = 2(7 3 - U8‏ 


4) اي حد في المتتابعة الهندسية ر ...,2,10,50,250> يساوي 781250 


3 ا 
Un = ar"!‏ 
وبالقسمة على 2 ر5 × 2= 781250 
a 5‏ 5"1 
5n-1 _ 5)‏ 
n-] =8‏ 
رتبة (ترتيب) الحد 9= n‏ 
5) جد المتتابعة الهندسية التي حدها السابع (625) وحدها الرابع (5-) 
Un = ar"!‏ 
الحد السابع ر1 U7 =a = 025 sae‏ 
الحد الرابع 93 U4-=af=-5.......‏ 
بقسمة طرفى المعادلة ر 1) على المعادلة (2) نحصل على : 
ar _ 65‏ 
ar’ 5‏ 
25- = 


الاساس 5-= ٣/-125‏ د٣‏ 
وبالتعويض في المعادلة (2) نحصل على 
1 


1 
و3 وا mw‏ چ Un‏ . 
2 5 25 €> < 


Geometric Means الاوساط الهندسية‎ ] 2-4-1 [ 


اذا كان لدينا العددان 1ر4 وادخلنا بينها الاعداد المرتبة 0,٥,٠...‏ بحيث يكرن ر1ر...رعر٤,4,0)>‏ 
متتابعة هندسية » الاعداد 0,٤<,....‏ تسمى اوساط هندسية للعددين 1ر4 وبذلك يكون : 
عدد حدود المتتابعة = عددالارساط + 2 
الحد الارل للمتتابعة = 4 
وحدها الاخیر = 1 


امغلة 


1 ادخل ستة اوساط هندسية بين 640.5 

8 =6 + 2= عدد الحدود‎ 
Un = U8 =5 
U1=a = 640 


Un = ar" 


(Un, = <640,320,160,80,40,20,10,5‹ المتتابعة‎ 


الاوساط هي 320,160,80,40,20,10 


ر مجموع عدد معين من حدود متتابعة هندسية 


تعلمنا ان المتتابعة الهندسية التي حدها الأول = 4 واساسها =۲ هي : 
> ...ر1 (Un = <ayaryar”,...,a1"‏ 
واذا اخذنا رص حدا ابتداءا من الحد الاول فتكون المتتابعة المختارة متتابعة منتهية هي : 
LE‏ ولو رمزنا بالرمز 81 لمجموع هذه الحدود يكون : 


Sn = a + ar + ar + arf +... +a" ........ ر‎ 


وبضرب طرفي المعادلة (1) في (۴) نحصل على 


r Sn = ar + ar + arf +... + ar" +ar" ........ 93 
وبطرح المعادلة (2) من المعادلة (1) نحصل على‎ 
Sn -rSn =a - ar" 


(1-r) Sn =a J-1") 

sa 
(1-r) 

۲ ۳٣1 بشرط‎ 


وعندما 1 ١=‏ تكون المتتابعة المنتهية التى عدد حدودها (1) هى ر4 ... ,4,4,4 >ريكرن 14 = 81 


امغلة 0 
1( جد مجموع الحدود الستة ا من المتتابعة الهندسية E DEI‏ 


a= 3 1] = - 3 1 = 6 
a (1-r" 
و‎ 
(1-F) 
31-6 
٭‎ ) 
)1-3( 
%6 3 1-729( 
-2 
S6 3x 728< - 2 


2) ما مجموع حدود المتتابعة الهندسية التى حدها الأول = 3 وحدها الاخير = 48 واساسها = 2 


Un = arr 1 
48 = 3 x2" 1 
21 [6-4 
n-[] =4 
n=5 
a(l1-r" 
Sر ٹک‎ 
(1-r) 
371-2 31-32 
S5 - ( )( _ 3 ) 
)1-2( 1 


85 = ~3(. 31 ( = 3 


3( اذا کان مجموع الحدود السا الارلى من متتابعة هندسية يساوي تسعة امغال مجموع الحدود الثلاثة 


الاولى منها فما اساس المتتابعة ؟ 


بالضرب في ( 1-۴ ) 


بالقسمة على ۾ وتحليل (1-۴°) 


al-r") 
(1-r) 

al-r°) 
(1-r) 

adl-F) 


(1-r) 
a 1-1 و‎ al-F) 


X‏ ڪڪ 
(11-F) (-F)‏ 


al-r°) = 9a 1-F) 


d-F) d+) =9 A-F) 
1+r” =9 

r =9-1 

r*-8 

الاساس 2= 


4) متتابعة هندسية مجموع الحدود الغلاثة الارولى منها (26) ومجموع الحدود الغلاثة التالية لها (702) 


فما هى المتتابعة ؟ 
a(l1-r"‏ 
Sn =‏ 
(1-r)‏ 
adl-F)‏ 
ر1 .....26 = = 
(1-r)‏ 
مجموع الحدود الستة الاولى 728 = 26+702 
a 1-1)‏ 
ر2 ........728 = = S6‏ 
(1-r)‏ 


بقسمة المعادلة (2) على المعادلة ر 1) 


al-r°) adl-F) 728 
(1-F) ۰ (11-F) ` 26 
arI-TFSCI2T 1l 
( )( ) ( (28 


(1-E) adl-F) 
1l+rF = 28 
F7 =27 
=3 
نعوض في المعادلة ر 1) نحصل‎ 
a1-3) 
. #3« 
26- a1-27) 
2 
-52 --2 
a= 2 


< Uny = < 2,6,18,54... > المتتابعة‎ 


طريقة ثانية 
مجموع الحدود الغلاثة الارلى 26 =4 + ۲ج + 4 
مجموع الحدودالنلاثة التالية: 


arf + ar“ + ar = 702 


a adl+r+F”) 26 adl+r+F) 1 


س ا ی کک ااا 
ar ( d+r+F”) 702 ar d+r+F”) 27‏ 


af +ar“t+ar” 


۳-27 و‎ r= 3 


2- ۾ ج 134-26 ج 26- )1+3+9 a‏ 


[ 2-4-3 ] املة تطبيقية على المتتابعات الهندسية فى موضوع القيمة الحالية 


وجملة الدفعة السنوية 


الرموزالمستخدمة : 

المبلغ ر٤١‏ ا0ص ) يرمز له (4» السعر ٣1٤۴(‏ ) ينل ربح المئة في سنة واحدة يرمز له (۲» الربح 
(٤1گPr0)‏ ویرمز له ۴٩(‏ الزمن (۴مص1ا]) یرمز له (1۳) . 

الجملة هي ر المبلغ + الربح) 1 ءآةءعآمطW‏ ] وهي مايؤول اليه المبلغ الموضوع بسعر معين بعد فترة 
من الزمن . 

(Simple profit) Îطııڊ‎ iوکی والربح اما‎ »€٣(« ويرمز له‎ ] u٣ ٣٣۸٤ ۷410۴ [ القيمة الحالية‎ 
. (Compound profit) İS مر‎ ڦl‎ 

الربح البسيط يرمز له (٣م‏ .5) ويحسب على رأس المال (المبلغ) فقط وفق القانون: 

A.T.P . 
100 

اما الربح المر کب يرمز له ٣(‏ .0 ) يحسب على رأس المال وعلى الربح ايضا ويمكن حساب جملة المبلغ 

الذي يحسب له ربحا مركبا وفق القانون : 


S. pr = 


W = A(1.0P)T 
وقد تضاف الارباح في كسور من السنة فمغلا قد تضاف الارباح في نهاية كل ستة اشهر اي مرتين في‎ 


السنة او كل اربعة اشهر اي ثلاث مرات فى السنة وهكذا فيكون القانون بالشكل : 


0.0P 
W=A[ 1+ 


[٣ 


حيث (1) عدد المرات تضاف الارباح في السنة 


Current value القيمة الحالية‎ ]2-4-4[ 


في بعض القضايا التجارية قد يحتاج البعض الحصول على المال قبل موعد الاستحقاق لدفع المبلغ في مغل 
هذه الاحوال يعمدون الى تنزيل قيمة المبلغ وعندئذ يخصم من المبلغ مقدارا من المال يسمى عمولة (او تنزيل 
داخلی) . 


فمغلا : 

اذا كان لدى احدهم كمبيالة قيمتها (4) تستحق الدفع بعد ()) من الزمن بالسنين واراد ان ينزلها 
عند احد المصارف فإن اللصرف يأخذ عليها عمولة وهذه العمولة هي عبارة عن ربح امبلغ العطى لصاحب 
الكمبيالة بحيث لو وضع بالربح المركب لمدة (ا) من السنين وبسعر( 0#) تصبح جملة (4) وهكذا المبلغ 
اللعطى لصاحب الكمبيالة يسمى القيمة الحالية (€) بينما ر4 ) يسمى القيمة اللاسمية للكمبيالة وعلى 
هذا فإن القيمة الحالية لمبلغ معين هي المبلغ الذي تعير جملته في نهاية المدة بمقدار المبلغ المعين وعليه يكون: 


A-C. J.0P;' 
A 

0P» 

C-A..0P; 


C 


امثلة 8]) 
1) لدی رجل كمبيالة بلغ (3) ملایین دینار تستحق الدفع بعد مرور (5) سنوات ولکنه اراد ان یستلم 
قيمتها الان فإذا كان سعر الربح المر كب 5 % في السنة فما مقدار ما يستلمه ؟ 
C=۸A.1.0P;)‏ 
5ار 5= 3300 A-‏ 
C- 3000000 1.05 °‏ 
لايجادقيمة( 0 »سنستخده اللوغارتمات ( استخدمالتك الحاسبة) كمال تعلمت من‌الفصلالسابقفيكون: 


Log C = Log [3000000(1.05) 7°] 
Log C = Log 3000000 + Log1.05) 7 
Log C = Log 3000000 -5 Lo0g( 1.05) 


1 


ر 


59 


3 


E. 


Log C = 6.4771 -5)x( 0.0212) 


Log 3 = 0.4771] حيث:‎ 
Log 105 = 2.0212 


Log C -=6.4771 - 0.1060 
Log C = 6.3711 € - 0 


| ملاحظة 


نحد اللوغاريتمات اما باستخدام الحاسبة او الجداول اللوغاريتمية او تعطى فى السؤال . 


2) يودع رجل في نهاية كل سنة مبلغ (5) خمسة ملایین دینار لیربح ربحا مر كبا بسعر(4 ) في 
السنة فما مقدار رصيده عند ايداعه المبلغ العاشر؟ 
الحل 

الرصيد هو عبارة عن جملة عدة مبالغ متساوية »وضعت لمدة مختلفة وعليه يكون: 

الرصيد للمبلغ الارل = W1‏ = جملة (5) ملايين دينار وضعت لمدة تسع سنوات اي ان : 
W1=5000000(1.04)ً‏ 

الرصيد للمبلغ الثاني = W2‏ = جملة (5) ملايين دينار وضعت لمدة ثمان سنوات اي ان : 
W2=5000000(1.04 °“‏ 

الرصيد للمبلغ الغالث = W3‏ = جملة (5) ملايين دينار وضعت لمدة سبع سنوات اي ان : 
W3=-5000000(1.04‏ 


وهكذا كما في الشكل : 


بداية السنة الأولى إيداع المبلغ العاشر 


W=W1+ W2+W3+...+ W0 


W-= 5000000 1.04)+ 1.04) + 1.04)7+...+1]‏ 
ولو نظرنا الى المقدار الحصور بين القوسين نحد أنه متتابعة هندسية يمكن اعتبار حدها الاول-=1 [اخذ 


الملجموع من اليسار]واساسها = 1.04 وعدد حدودها (10) فيكون: 
ر (1.04)-11 


W=- 5000000 
١ (1-1.04( 
10 
w- 5000000 LOD; 
-0.04 : وباستخدام اللوغارتعات نحد قيمة (1.04) فنقول‎ 
X= 1.04) 


Log X = 10.L0g1.04 
Log X = 10x 0.017 
Log X = 0.17 

.. × - 9 


للحصول على اللوغارتقات نستخدم الجداول او الحاسبة او تعطى فى السؤال : 


ر1-1.479 
W = 5000000 ×»‏ . 
0.07- 
0.479 
W = 5000000 x‏ 
W = 59875000‏ 


3) أُمن رجل على حیاته بمبلغ (10) ملایین دینار لدی احدی شر کات التأمین على ان يدفع قسطا سنويا 
قدره (350000) دينار يدفع في اول كل سنة ولمدة (20) سنة ويدفع القسط الأول بعد التعاقد 
مباشرة فما ربح الشركة في نهاية المدة اذا استتمرت اموالها بربح مركب سعره (6 %) مع 
العلم إن 3.3790 = 102396 , 1.506= 0.32.6 Log1060 = 3.0253 , 10g)‏ . 

الحل 

اذا كانت الشركة تستغمر الاقساط بالربح الم ركب بسعر 6 % في السنة . 

فإن : القسط الأول في نهاية المدة يصبح جملة القسط لمدة (20) سنة= #۷1 
والقسط الثاني في نهاية المدة يصبح جملة القسط لمدة (19) سنة= #2 
والقسط النالث في نهاية المدة يصبح جملة القسط لمدة 18 سنة= #۷3 


وهکذا ویکون : 
W = W1+W2+W3+...+W0‏ 
ویکون: 
ر 350000(1.06 W1=-‏ 
ر 1.06 350000 = W2‏ 
W3 = 350000) 1.06 °‏ 
W20- 350000(1.06)‏ 
وبالجمع يكون: 


W = 350000 1.06) + 1.06) + 1.06) 8+... + 1.06) [ 
- 350000 1.06) 1.06) + 1.06 +... +1 7 


المقدار الذي داخل القوس متتابعة هندسية فيكون: 


1] 1.06)*-1 


W = 350000. )1.06(×x 
)1.06-1( 


350000) 1.06) 
0.06 


37100000 
_ ۲ 1.06 (*-1[ 


] 1.06) -1[ 


جد 1.06 ) باستخدام اللوغاريتمات ليكن : 
x= 1.06)”‏ 


Log x = 20.10g(1.06) 
Log x = 20<0.253 
Log x = 0.5060 

X = 3.206 


.. wy _ I000 (3206-1 


W - ا‎ x 2.206 


W = 0 


فیکون 0 الشركة : 
30- 13640430-10000000 


دینار ربح الشركة 


1 ) جد مجموع حدود كل من المتتابعات الهندسية الاتية : 


a)<1,2,4,... 128< 
b(>›3,-6,12, ...,-512 ر‎ 

ر لر,..., ل ل لد 

2) جد المتتابعة الهندسية التي حدها الأول = 16- ومجموع الحدود الغلاثة الاولى منها يساوي (48-) 

3 ) جد الحد العاشر من المتتابعة الهندسية التي يكون مجموع الحدود السبعة الاولى منها ‏ 547) واساسها 
(3-) 

E‏ ) ومجموع (11) من حدودها ابتداءاً من الخد الاول 
يساوي 170 فما قيمة ره ؟ 

5) من المعلوم ان عدد مربعات رقعة الشطرح = 64 مربعا فلو اراد شخص ان يضع على المربع الأول حبة 
حنطة واحدة وعلى المربع الثاني حبتين وعلى المربع الغالث (4) حبات وعلى المربع الرابع (8) حبات 
وهكذا فما عدد الحبوب التي يكن وضعها على المربع الاخير وما مجموع الحبوب على الرقعة [استعن 
باللوغاريتمات لأيجاد النتائج ] 

6) عين المتتابعة الهندسية التي حدها الاول هو (16-) ومجموع الحدود الغلاثة اللاولى منها يساوي ( 48-) 

7) اذا كانت النسبة بين مجموع الحدود الاربعة الاولى لمتتابعة هندسية الى مجموع الحدود الغمانية الاولى 
متها کت س فما اساس المتتابعة ؟ 

8) متتابعة هندسية حدها الثاني (128) وحدها السابع (4) فما مجموع الحدود التسعة الاولى منها؟ 
9) يودع رجل في بداية کل سنة مبلغ (5) ملایین دينار في مصرف لیربح ربحا مر کبا بسعر 5 % فما مقدار 
رصيده في نهاية السنة السادسة مع العلم ان 10£3767-3.5767 , 2.0212-(10g)105؟‏ 

10 وضع رجل مبلغ 500000 دينارفي مصرف بحساب الربح الم ركب بسعر (4 6) لمدة20) سنة فما 
جملة المبلغ مع العلم ان 10g500-2.6990 , 10g1094-3.0390‏ , 2.0170-ر)Log)104؟‏ 


1) لكل نما ياتى توجد اربع اجابات واحدة منها فقط صحيحة . اختر الأجابة الصحيحة : 
أ اذا كانت ر....5- .0 > × .10 )> متتابعة حسابية فان : 


Xx=5 (1‏ 2 5- =× والحد السادس = 10- 

x= -5 3‏ 4 لیس ايا نما ذکر 

ب) متتابعة حسابية حدها الثامن = 28 وحدها الحادي والعشرين = 67 فان: 

ااا 9 وحدها الاول = 7- 

2 اسامها 3 وحدها الاول = 7- 

3 اساسها = 3 وحدها الاول = 7 

4 اساسها = 3- وحدها الاول = 7 

ج) عدد الأعداد الصحيحة الحصورة بين 1000 . 2000 ويقبل القسمة على (7) بدون باق هو 
1 142 2 143 3( 144 4( 285 
د) رتبة الحد الذي قيمته جف في التعابعة <..., م ق 

8 2 8- ق1 4 1 


2) يوجد (1) من الاوساط العددية بين 36.3 ونسبة الوسط الغانى الى الوسط الذي ترتيبه (1-1) هى 

فما فيمة ر ؟ 

ّ 10 

3) اوجد مجموع الاعداد الصحيحة التي اكبر من 100 واصغر من 1000 والتى لاتقبل القسمة على O‏ 
بدون باق 

4) ثلاثة اعداد تكون متتابعة هندسية مجموعها = 14 وحاصل ضربها = 64 فما هذه الاعداد ؟ 

5) اذا كان الزيت المستهلك من احد الخزانات فى كل يوم - > ما يستهلك منه فى اليوم السابق مباشرة 
فإذا استهلك منه فى اليوم الارل (243) لترا فبعد كم يوم يستهلك منه (665) لترا؟ 


6) اذا كان <25 لإد...< 57> متتابعة حسابية وكانت 2 + ×5 د ۷ جد عدد حدود المتابعة 


ومجموعها. 


7) اي العبارات الاتية صائبة واي منها خاطئة 

أً) اذا كان (۳ اساس المتتابعة الهندسية 01 ) فان 03 .۴۶ = 5ا 

ب) اساس المتتابعة الهندسية ر ...ر« 1-,1ر1-, 1> هو (ل) 

چ ا کات ر - 2 32,4 > متعابعة هندسية فان 8--4 . 

د) اذا كانت <16, × , 4 > متتابعة هندسية فان 8- =× 

ه) في المتتابعةحسابية <63‹×ر...‹ 11ر37 >فان 59 =× 

و) متتابعة حسابية حدها الثالث = 9 وحدهاالسابع = 3- فان حدها العاشر = 12- . 

7) متتابعة حسابية مجموع الحدود السبعة الاولى منها مح وحدودها الاول والثالث والسابع تكون متحابعة 
هندسية جد المتتابعة الهندسية. 

8) كم حدا يلزم اخذها ابتداءا من الحد الاول للمتتابعة الهندسية < ..., 64,96,144 ليكون مجموعها 
2059 

9) متتابعة حسابية اساسها (3) وحدودها الثاني والرابع والثامن تكون متتابعة هندسية جد المتتابعة 
ال 


10) ما عدد الاوساط الهندسية بين 1536 ). (3) اذا كان الوسط الرابع ر48) . 


الفصل الغالث 
CHAPTER 3‏ 


الملصفوفات والحددات 


[ 3-1 ] مقدمة 


تلعب المصفوفات دورا مهما في علم الرياضيات وعلم الاحصاء وعلم الاقتصاد والمجالات الاخرى مغلا 
الحاسبات» وهندسة الكهرباء والاتصالات والعلوم الاخرى. 

وكان للعالم الياباني سيكي كرروا (1683) والعالم الالماني ليبنز (1693) الفضل في اكتشاف 
المصفوفات والحددات وذلك من خلال العمل بطريقة الصينيين القدماء في حل المعادلات الآنية عن طريق 
استخدام اعواد من البوص ووضعها في مربعات بتنظيم معين مشابه لطريقة حساب محددة المصفوفة. لقد 
نشر ليبنز اول متال عن المصفوفات واعخحددات بعد ذلك بعشر سنوات . 

أما العالم كيلي (1821) فقد قدم سنة ‏ 1857) نوعا آخر من الجبر هو جبر المصفوفات. 

وفي عام 1750 طور كرامر طرق حل المعادلات الخطية بأستخدام الحددات » ان للمحددات والمصفوفات 
تطبيقات كنيرة في الرياضيات . كهندسة التحويلات النقطية. والهندسة المستوية وهندسة الفضاء. وامتد 
هذا الاهتمام ليشمل مجالات عدة مغل : مجالات التخطيط والتجارة والاقتصاد والصناعة والزراعة وعلوم 
الفيزياء والاحياء وغيرها. 

ومن أهم الاستخدامات الحدينة للمصفوفات كونها اسلوبا رئيسيا لتزويد الحاسب الالي بالبيانات 
وكذلك تبسيطها اساليب عمله الى حد كبير وفي هذا الفصل سنعرف المصفوفة وبعض العمليات عليها. 


ونعرف محدد المصفوفة وكيفية استخدامه فى حل المعادلات الاتية بطريقة كرامر. 


Matrices and their properties lqصlgخو‎ تliyèصll‎ [3 - 2] 


في اغلب مجالات الرياضيات والاحصاء والعلوم الاخرى يتم تبويب وتنظيم البيانات حيث ترتب بشكل 
قاعدة منظمة من البيانات . 

مغلا في الجدول الآتي اعداد تبين ترتيب أول أربعة فرق في الدوري العراقي لكرة القدم سابقا بعد مرور 
10 مباريات من بدء الدوري الممتاز . 


لو اخذنا الاعداد فقط واهملنا التسميات لحصلنا على الجدول الأتى : 


21 
17 
16 
15 


O Qa‏ ي ظط 
ډر) ډ) سے یں 
سم ډرں) طم ین 


نلاحظ ان العمود الأول يمشل اعداد المباريات التي فاز فيها كل فريق والصف الاول يحتوي على اعداد 
ا و ر ا ا 
منلا عندما نسأل عن عدد تعادلات نادي الطلبة فأن الصف الغالث يمثل نتائج نادي الطلبة والعمود 
الثانى ينل عدد التعادلات فالعدد الموجود فى الصف الغالث والعمود الغانى هر 1 ينل عدد تعادلات نادي 
وبنفس الطريقة نحد عدد الفوز لنادي الشرطة والذي هو في الصف الرابع والعمود الاول والعدد هو 4. 
: 


2 


ٴ 


68 


i, 


وهذا التنظيم العددي للبيانات وبهذا الشكل يسمى بالمصفرفة M4)1×‏ . 

مغال : البيانات الأتية تبين المعدل (الوسط الحسابي) لدرجات الطلاب في احدى الثانويات في مادتي 
اللغة الانكليزية والرياضيات للامتحانات الوزارية للمرحالتين المتوسطة والاعدادية (العلمي فقط ) للسنوات 
2008 - 2007 - 2006 


58 63 61 69 
56 65 64 67 
62 69 68 71 


اعداد الصف الاول تمنل معدلات للعام 2006 ومعدلات العمود الغالث مغلا تمغل درجات الرياضيات 
للمرحلة المتوسطة. وهكذا لبقية الصفوف والاعمدة. 
فالتنظيم العددي للبيانات بهذا الشكل المستطيل يسمى بالمصفرفة ×ز٣4.‏ 


و 
الملصفوفة عبارة عن ترتيب للاعداد على شكل مستطيل مرتبة بشكل صفوف )۲0W۷S(‏ عددها 


TT‏ عددها 1 حيث ١ , ١‏ اعداد صحيحة موجبة. 


يرمز للمصفوفة بالحرف الكبير A‏ أو B‏ وھکذاوز تقراً المصفرفة ۸ أُر 8 


نلاحظ عند كتابة المصفوفة نضع الاعداد بين قوسين كبيرين وعدد الصفوف 11 وعدد الأعمدة 1 . 


Order of a matrix رتبة المصفرفة‎ ]3 - 3[ 


لكل مصفوفة رتبة تتمثل بعدد الصفوف أولا ثم عدد الاعمدة ثانيا وتكتب 1 xX»‏ 0 


حيث عدد الصفوف 1١‏ , عددالاعمدة 1۸ 


40 31 45 مغلا‎ 
A = 2X3 رتخا‎ 
30 4 36 
B-|1 3 6| 1 × 3 رتبتها‎ 
2 3 1 
5 4 6 
2 
3 x1 D =7 1x1 J-|7 2 1| 43 
3 
8 3 0 


الاعداد الموجودة فى المصفوفة تدعى بعناصر المصفرفة ( ۴1۸٤1۸٤65‏ ) 


مغلا 
1 2- 1 

A= j6 4 5 3 × 3 رتبتها‎ 
15 8 9 


ماذا يعني ر , 3 ؟ يعني العنصر الموجود في الصف الأول والعمود الثاني 2- کر 


1 1 


وكذلك وره يعني العنصر الموجود في الصف الناني والعمود الغالث 
5= پر 
وهكذا لبقية العناصر 
ويمكن الكتابة بالصورة[. 4]-=۸ حيث 0۳ ...,1]1,2,3 
ا و2 را كر 


تعريف (2 - 3 ) تساوي مصفوفتین 

يقال للمصفوفتين انهما متساويتين اذا وفقط اذا تحقق الشرطان: 
EO TT‏ 
ا ا ار داري اا ا ا ا 


أ نلاحظ: 1: ا ا ا و ا 


b =a = -4 ر ر‎ 09 2 


اي انه كل عنصر فى المصفوفة 4 يساوي نظيره فى المصفرفة 8 
B =A ...‏ 


6 sin س‎ 


6 
5 1 
4 4 ۰ 2/ 
متساویتان ؟ 


الحل 
نلاحظ ان المصفرفتن 8 , A‏ لهانفس الرتبة 2 × 2 وكذلك 
TC‏ 


6 2 = ر0 > ر4 


الملصفرفتان 8 , ۸ متساویتان ویقال 8 = ۸ 


هل ان المصفوفتين متساويتان في كل نما يأتي ؟ 


2 3 1 3 
A-j 4 2 B=) 4 -2 
0.8 5 4 10 

5 2 


4- . العنصر في الصف الاول العمود الاول في المصفرفة ۸ هو 2 
العنصر في الصف الاول العمود الاول في اللصفرفة 8 هر1 
اي‌انه 0[ ± ه لذلك8 ٭# ۸ 
b‏ - رتبة الملصفوفة 4 هي 2 
ورتبة المصفوفة 8 هي 3 × 1 
.". المصفوفة ۸ # المصفرفة 8 


مغال 183 


جد قیم × , ل حیٹ R‏ € ۷ ,× فی کل نما یأتی : 


3 7| _ |3 2x<-1 
(1) 

y+8 1 12 1 

2 5 1 5 
)2( 2 

5y-1 2 4x 2 


الحل 
.. العناصر المتناظرة في المصفوفتين متساويتين (1) 


. المصفوفتان متساويتان 
2 =8 + ¥ كذلك 7= 2-1 .. 
2x =7 + 1 y =12 - 8‏ 
2x = 8 y = 4‏ 
X= 4‏ 
.المصفوفتان متساويتان العناصر المتناظرة في المصفوفتين متساويتين (2) 
..2X =1‏ 
1 
= ں, 
0 


ج 3- 5y‏ جک 12-رو ج 


المصفوفتان متساويتان 
وكذلك 


بالطرح 
2- = ×2 


نعوض في المعادلة (1) عن × 


[4 - 3 ]انواع المصفوفات 


فيما يلى بعض انواع المصفوفات 
1 - المصفوفة المربعة 13)۲1 98¶13۲٥‏ : هى مصفوفة تكون فيها عدد الصفوف 11 مساوي لعدد 
الاعمدة 1 اي انه 1 = ۳١‏ وتكون رتبة المصفوفة بالشكل ۳ × 1١‏ أو on xn‏ 


4 0 3 
OTT 5 ¬1 TTT‏ 
3X3‏ 1- 2 5 | - 5 مصفردة مربعهة 22 و- مصهفرده مربعه 
11 9 8 


2 - مصفوفة الصف ×13)۲1 ۸0W‏ : رهى مصفرفة تتكون من صف واحد فقط أي m-1‏ مغلا: 


B=[-4 5 7 2| 1x4 A =3 2| 1x2 
1 = 1 : وهي مصفوفة تتكون من عمود واحد فقط أي‎ : C011۳ M3۲1 مصفوفة العمود‎ - 3 
-1 1 
B= 
= 8 3x 1 1 2 x<1 
4 


4 - المصفرفة الصفرية Zero M3(r1x‏ : وهى مصفوفة جميع عناصرها مساوية للصفر مغلا: 


0| C-|0 0 0| 13 


5 - مصفوفة الوحدة M3)‏ )011 : هى مصفوفة مربعة جميع عناصرها صفرا عدا عناصر القطر 
الرئيسي تساوي 1 
[ عناصر القطر الرئيسي هي ۰ و د A‏ > ,,@ 1 


1 0 c= 11 xl e 
, 2x2 
33 * 0 1 
0 1 ۴ E 
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Addition of Matrix 


لاحظ المنال الاتى : لدينا ثلاث طلاب متفوقين اشتر كوا فى اختبارات لأسئلة الذكاء وهى اسئلة علمية 
واسئلة رياضية واسئلة ثقافية وكانت درجاتهم في الاختبارات كالاتي: 


عة عة اسغلة ثقافية اسئلة رياضية 
الطالب الارل 7 الطالب الارل 6 الطالب الارل 8 
الطالب الثاني 9 الطالب الغاني 7 الطالب الغاني 9 
الطالب الثالث 8 الطالب الثالتث 9 الطالب الغالث 7 
لمعرفة اي من الطلاب الغلاث فاز بالاختبارات وحصل على أعلى الدرجات نجمع الدرجات وكالاتي : 

21 8 + 6 +7 8 6 7 

25 = |9 + 7 +9 = | 9Yl+ | 7 |+ | 9 

24 7 + 9 + 8 7 9 8 


نلاحظ ان الظالت الثانى حصل على اعلى الدرجات رهی 25 ریعتبر الفائز› لذلك عندما یراد جمع 
مصفوفتين يقتضي ان تكون لهما نفس الرتبة ثم نبجمع كل عنصر في المصفوفة الاولى مع نظيره في المصفوفة 


الغانية. 
تعريف (3-3) 
اذا كانت | زنه | = 4 , | زنط | = 8 مصفوفتين لهما نفس الرتبة1 × ۳ 
فان | A + B =| aij + bij‏ 

مثال 84] ) 

جد ناح ما يلي : 


LL 1 + 3 2 
3 2 8 3 2 2 ۴ 2 ۴ 
0.4 0.01 1 L0.5 + 0.4 0.3+ 0.011 1L 0.9 0.311 10.9 1 


A dS 


اا قلمت ان ا 7 | 4 | ٤‏ 3 | 
. + 
y -1 3 4 91‏ 5 


الحل 
8 ا 4 + 3 
Y +3 4 2‏ 5 
y+ 3 = 2‏ وكذلك 6 = 2 + XxX‏ 
y=2-3‏ وكذلك 6-2 =× 


أو کات 
8 0 2- ]1 5 3- 
و يا٩‏ , لر ا۶ ,لہ اه 
3 4 7 4 1- 2 
جد کل من : A+B 2- A+C 3- B+C‏ - 1 
الحل 
3 2~ 5+2 3+1- 2- ]1 5 3- 
ا - 1 = A+B‏ -1 
6 6 1+7- 2+4 7 4 1- 2 
13 3- 8+ 5 0 + 3- 8 0 5 3- 
ee DE EN‏ 
2 6 3+ 1- 2+4 3 4 1- ر 


[6 - 3] نظير المصفوفة بالنسبة لعملية الجمع 


اذا كانت المصفوفة | زنھ | = ۸ فأن Î‏ زه -] = 4 - تسمى بالنظير الجمعي للمصفوفة ۸ 
مغلا اذا كانت As‏ مصفوفة فأن ر ۸ - تسمى نظير المصفوفة ۸ بالدسبة لعملية الجمع حيث 


0 
اي انه إذا کان ناتج جمع مصفوفتين هو مصفوفة صفرية فيقال ان احدى المصفوفتين هى نظير 
الملصفوفة الاخرى بالدسبة لعملية الجمع وتسمى المصفوفة الصفرية بالمصفوفة اعايدة في عملية 
(Neutral Matrix ) gok‏ . 


0 0 
A+ ( -A) = (A) + A = 0 


ما هو النظير الجمعى للمصفوفات الاأتية؟ 


1 5 2- 2 .0- 
ااه ل ]ن 
1 4- 3 1 3 

2 


-0.8 2 e 
E 2 
3 1 


.. نظير المصفوفة 4 بالنسبة لعملية الجمع هى المصفوفة ۸ - 


* ا 


1- 3 
لانه 0 ١‏ ا n‏ ا 
-1+1lJ L0 0‏ ر3 ل CO3,‏ 
2/ . المصفوفة[ 1 5 فأن نظيرها الجمعى 7 1- 5- 6 
B= 1 ٌ B = 1‏ - 
1¿ 4 ا1 ي و 
2 2 
1( +1 2+2 - 
لانه B+ (E) = | 9 + )-5( i‏ 
( سک )ا — 4+ 4- (3- )+3 
9 2 
0 0 0 | 
0 0 0 | - 
و 0 0 0 
-B+ B =‏ 
0 0 0 
أ ملاحظة 
1 - عند ايجاد النظير الجمعى لأي مصفوفة نغير اشارة كل عنصر فى المصفوفة اي انه نأخذ النظير الجمعى 


2 - اذا کانت 8 , ۸ مصفوفتان لهما نفس الرتبة فأن ر8 - ) + 86-۸ - ۸ 
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[7 - 3] خواص عملية الجمع على المصفوفات 


1 - عند جمع مصفوفتين لهما نفس الرتبة ٩‏ × ۳0 فالناتج هو مصفوفة لها نفس الرتبة ٩‏ × 0 مغلا: 


2 1 -2 1 -1 ٣ 
a : 2x3 5 6 2 2<3 2x3 


9 4 -2 


2 - عملية جمع مصفوفتين تتمتع بخاصية الابدال ( 1۷۴ 4) 0011121 ) اذا کان 8 ,۸ مصفوفتان لھما 


نفس الرتبة 1 × "فان ۸+ 8- 8 +۸ لانه: 


A + B= [aij | + [bij |= [aij + bij | aij , biji € R 


وتتمتع بخواص جمع الاعداد الحقيقية | زنة ]+| زا ] =| زنة + A+ B= B+ A = | bj‏ .. 
مال 88 ) 
: 4 4ے 2 3 
. ا وأ * ,له ]> ^ 
8 5 01 1 
نلاحظ 9 1- 2+7 4 +3 
e E] ©"‏ 
8 6 0+8 1+5 
کذلل 9 1- 7+2 3 +4- 
a EN‏ 
8 6 0 + 8 1+ 5 


A+B =-B+4۸ ail اڀ‎ 


3 - عملية جمع المصفوفات تتمتع بخاصية التجمیع ( ۸580131۷۵ ) اذا کانت € , 8 ,۸ مصفوفات 


: فأن‎ 0١ × 1 لها نفس الرتبة‎ 
(A+B)+C = A+ (B+C) 


0 -2 ٤ 


لو ]° ,ر7 ا 


1/ (A+B) +C 
2| A+ B+C) 


e 


۴ 
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-4 2+ 2 -4 | 
(A+B) + C =| ٤ 1 4 | 
+ 3 1+7 -3 8 
۴ و 1 و ٍ ا‎ 1 
8 8 -3 8 8+ 3) 8 + 8 5 
-4 2 -4 -2 +1 
A+ B+C)= | 0 ) 
5 1 3+ )3( 7+8 
i 0 اا(‎ ١ 
5 1 0 15 5+0 1 + 15 5 16 
(A+B)+C-=A+  B+C) : نلاحظ من 2 .1 أن‎ 


4 - وجود المصفوفة الحايدة فى عملية الجمع وهى المصفوفة الصفرية : 
لتكن A‏ مصفوفة من الرتبة 11×۸١‏ توجد مصفوفة صفرية من الرتبة 10×1١‏ فأن 
۸ - 4 + المصفرفة الصفرية 1×١‏ - المصفرفة الصفرية 1×1۸ + ۸ 


مغلا لتکن 
-N5 4‏ 0 
« 6 |-۸ نلاحظ ان المصفرفة 0 0| محايدة 
1 5 0 0 
-N 5+0 4+0 5 4‏ 0 0 4 5 
ر 6 = )2+0- 6+0 = |0 0| + |2 6 
1 5 1+0 5+0 0 0 1 5 
وكذلك 
4 5 4 5- 0 0 
2- 6 ا3 6 + |0 0 
1 5 1 5 0 0 


5 - وجود النظير الجمعى للمصفرiة Additive 1¬ verse)‏ : 
اذا كانت ۸ مصفوفة من الرتبة 10×1 توجد مصفوفة 4 - من نفس الرتبة 11×۸ تسمى بالنظير 
ا لجمعى للمصفرفة ۸ حيث A¬+-A) = A + A=0‏ , 0 مصفوفة صفرية من الرتبة 10×1 
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[8 - 3 ] ضرب المصفرفة بعدد حقيقى 


لاحظ عزيزي الطالب هذاالمنال 
محل لبيع المرطبات وضع قائمة تمل الاسعار (بالألف دينار) لانواع واحجام المرطبات التي يبيعها وهي 


کا 
ا E‏ ت 
بالکاکاو 5 3.5 2.5 
مشکل 4.5 3 
حليب بالفستق 6 4 3 
اراد ان يرفع اسعار المرطبات . اقترح ان يضرب هذه الاسعار بالعدد 1.5 فحصل على الجدول الآتي : 
قدح کبیر قدح وسط قدح صغير 
بالکاکاو 7.5 5.25 3.5 
مشکل 6.25 4.5 3 
حليب بالفستق 9 6 4.5 


اي انه ضرب كل عدد في القائمة بالعدد 1.5 وحصل على هذه الاسعار. 


تعريف (3-4) 
اذا كانت | زذ 3 | = ۸ مصفوفة من الرتبة kE€ER ymxn‏ 
k. A -|k.aij| ùi‏ 


A - و‎ L2. K2 اذا کان‎ 
1 Y2 

: جد‎ 
1/K. A 2IL. A 3/ KL. A 

الحل 
ا 6 ا ا K.A ZT‏ 1 

1 Y2 J2 x1 J2 x21 l2 2 
1.4-27 ll -2 x5 7 0 
1 Y2 -2 x1 -2 x2 -2 2 
kra Fel ap IS 7 ا‎ 
I2 ANA 22 x< 2| |-2 2 -4 


[1- 8 - 3 ] بعض الخواص لعملية ضرب عدد في مصفوفة 


K,L € R لیکن 8 , ۸ مصفوفتين لھما نفس الرتبة.‎ 
1| K[A+B] = KA+ KB 
2/ (KL)A = K(L A) 
3/ (K+L)A=-KA+LA 
4| KA-KB K #0 ili A=-B 
5/ 1A-=-A 
6/ )4۸- فأن مصفرفةصفرية‎ K-0 مصفوفة صفرية ۸ أر‎ 
7/ 1 A-=--A 


جد المصفوفة A‏ اذا علمت ان 


2 


س1 : جد قیمتی ۷ ,× حیٹ ۸ & ¥۷ ,× فی کل نما یأتی : 


س2 : جد ناتج ما يلي : 
1 4 1 0 1 )1 
3 2 11ا 2 5 
1 37+ |4 42 
31 0 1 2 
x 5 §&‏ و - 35| ر3 
J2 -J3 | +| N2 33‏ 
2 3 5 2 
0.4- 1 3 )4 
3 | + | 2|2 +| 1- 
2 0.9 1.6 
س3 : جد المصفوفة × في كل نما يأتي : 
7 ا N‏ 
1l L5 3‏ 4 
0 0 0 5 7 2 41 4 3 3 
x- |5 2 -3|+|6 8 -2| = |0 0 0‏ 
0 0 0 2 3 4 7 1- 6 
س4:اذا كانت | 2 7 0]-=€ ,[2- 3 8B-]-4‏ ,| 5 2- 1] =۸ جدالصفوفات 


1) 2A+3B+C 2) A-B+5C 
3) 3A + B+C 4) -A+2B-C 


Determinats and their properties lqصlyخy‎ تٽlaد>Zk|l‎ 3 -9 


محدد المصفوفة Determinat o ۸ M4)‏ eط1‏ : هو عدد حقيقي يستخرج من المصفوفة المربعة. 


تعریف 
a b a b|‏ 0 ۰ 
لتكن المصفوفة د ۸ فان 4 يسمى محدد المصفوفة ويرمز له ۸ وان 
a d b n»‏ 
عدد حفيفي a = Ad -— DC‏ 
مثال813] ) 
جد قيمة کل نما ياتى 1 
ا 2 ا ۹ ا 
E. 2 2 1 = 6 10‏ 
الحل 
1 4| )1 
4x3-1x (~2)=12+ 2 =4‏ = 
3 2 
2 
x 2 =6 + 6-2‏ )3ى - 312 J2 x‏ - 
٠‏ 3/2 2 
1 
3 ست 3 
21 _ _ 3-24 و _ ے 1و _ 3 ,ل ا3 4 
8 8 8 2 4 2 1 
5 3| )4 
3x10 - 5 ×6 =-30 - 30-0‏ = | 
10 6 
|| ملاحظة 
اذا كان محدد مصفوفة ما يساوي صفرا فتسمى المصفرفة بالمصفرفة المنفردة (Singular Matrix)‏ 


¬ 
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جد قيمة ۸ فی کل نما يأتى RR‏ € "1 


احل 


@h+3)x h-  -1)x 2-1 
2h? + 3h + 2-1 
2h? + 3h +2-1-0 
2h? + 3h +1-0 
@h + 1)(ch +1) =0 
..2h + 1-0 
2h = -1 
h-=-LÛ 
2 


Or h + 1-0 


Simultaneous Equations المعادلات الآنية‎ ] 3 - 10 [ 


تستخدم الحددات في حل معادلتين من الدرجة الاولى ذات متغيرين حيث 


| 
0 


ax+by = 


ax + by 


C a, a, Db , b 


ax+by = Cc xb, 


ax + by = cC, xb, 
نحصل‎ 
ab, x+ bby = cb, 
Tab x F bby = Fc Db, بالطرح‎ 
a b,x - ab x = c Db, - cb, 
x[ab, - ab 1 =c b, - c, Db, 
x =cb, - cb /a b, - a, bı 
a b, - ab = a  _ ۸ 
aر‎ b, 
ويمذل محدد مصفوفة معاملات المتغيرين ¥ , × في المعادلتين . وكذلك‎ 
cb, - cb = E A x 
b 
ر ر‎ 
: ومنل محدد مصفوفة المعاملات المطلقة (الطرف الايسس) ومعاملات المتغير ¥ فى المعادلتين . لذلك‎ 
Cc b, 
A x c b, 
X= — 
A a Db, 
a b, 
وبنفس الطريقة السابقة يكن ان ضرب المعادلة الاولى بالمعامل ره والمعادلة الثانية بالمعامل ,4 ونكمل الحل‎ 
a ¢, : بالطرح نحصل على‎ 
a ر‎ 


.__ Ay 
YR (وتسمى هذه الطريقة بطريقة كرامر)‎ 
نلاحظ قبل تطبيق القانون يجب ان تكون المعادلتين مرتبتين بحيث تكون الحدود التي فيها المتغيرين‎ 


¥ » × فى الطرف الأيسر والمتشابهة احدهما نحت الاخر والعدد الخالى من المتغيرين (العدد المطلق ) فى 
الطرف الاين . 


جد مجموعة حل المعادلتين الانيتين بطريقة الحددات ( كرامر) 
5x -2y -11-0 , 2x + 3y = 12‏ 


الحل 
نرتب المعادلتين اولا وكما يلي : 
5x - 2y = 11‏ 
2x + 3y = 12‏ 
کد 
a bı 5. 7‏ 
A = | |= 5X3 > 27X2 = 15+ 4-9‏ 
a b, 2 3‏ 
cC ٣ 1] -2‏ 
AxZ= | 1] x 3 - (2) x 12 = 33+ 24-7‏ 
3 12 1 


a cC 5 1I1 
Ay= کک‎ = 5 x 12 - 11 x 2 = 60-22-8 
a €, 2 12 
_ Ax _ 57 
X 2 9 3 
-_ AY -_ 38 _2 
۷ = mk) = ڪڪ‎ 
3 19 


جد قيمتى ۷ › × التى تحقق حل المعادلتين الآنيتين: 


3X + Sy = -1 
x 2¥y =0 
الحل نلاحظ ان المعادلتين مرتبتين:‎ 
c bı -1 5 
Ax |c, b, 0 1 -1 x2 -5<0 -2-0 -2 
E E E E O E a, 
A ja, b, 3x2 - 5x1 6-5 1 
a, b, 1 
a Cı 1 
Ay a €, 1 0 3x<0- ~1) x1 0+1 
آ ا ا د ا‎ 
A a bı 1 1 1 
a Db, 1 
X= ر‎ ¥1 


الحل نرتب المعادلتين 
5X - 2¥ =3‏ 
-X+¥=3‏ 
b. 3 -2‏ 
A x Cc, b, 3 1 3 + 6 9‏ 
X= = =1 1 = 3‏ 
A a b. 27 3‏ 
a, b, [ 1‏ 
cC‏ 
18 ر3 - 15 3 1- 0 
b. 5 7 3 3‏ 
b,‏ 


KK , ¥6 S= {3,6)} 


منال 918 


حل المعادلتين آنيا بطريقة كرامر: 


2x + S¥y=12 , 4x<+ 3¥ =10‏ 
الحل نلاحظ ان المعادلتين مرتبتين › نحد : 


c b| |12 5 
A x cC, b, 10 3 12x3 - 5x10 36-50 -14 ا‎ 
X= ا ڪا اڪ‎ 
A a, b. 2 5 2x3-5 x<4 6 - 20 -14 
a, b, 4 3 
a CC 2 12 
Ay _ la, cl _ |4 10| _2x10-12x4 _ 20-48-28 
د درل‎ 2 2 . . _ 5 
A -14 - 14 - 14 -14 -14 
ES E2 


[11 - 3] محددات المصفوفة المربعة 3×3 


يمكن ايضا ايجاد محدد المصفوفة المربعة 3×3 وبالشكل : 


a b Cc 
a, Db) cc, 
a, b, Cc 
: و التي هي‎ 
ا‎ b, cc, b) <c a C, a b, 
a, Db) cj = a, -b, + C 
a b, Cc, b, Cc; a Cc; a b, 
) مثال819]‎ 
2 5 جد قيمة‎ 
3 
-3 
الحل‎ 
2 5 1 2 3 2 3 1 
3 1 2| = ر2‎ -5 + 4 
و‎ -3 0 4 0 4 -3 


- -2]1x0-2xX» 3(1 - 5 ×] 3×0 - 2X4 [ + 4 x ]3X× ~3) -1 × 4 [ 
= -2[ 0+ 671[-5] 0-87 + 4 ] -9-4[] 


= -12 + 40 - 52 = - 4 


توجد طريقة أخرى لايجاد محدد المصفوفة 3×3 وكمايلي: 


1/ نكرر كتابة العمودين الأول والثاني 


1 1 1 1 1 
a b, ر‎ a b, 
a, b, Cc; a, b, 


نحدد الاقطار الرئيسية بأسهم وبلون يختلف عن لون الاقطار المعاكسة 


2/ نحد حاصل ضرب عناصر الاقطار الرئيسية الثلاث والتي هي: ٥,‏ ره ,> ,ره ر> ٥,‏ , ,> ر ,ج 


Ss 1 e 


C a 


2 2 2 2 2 
a کک‎ bA<c a, Sb, 


: الذي يمنل مجموع النواتج الثلاث‎ H1 جد‎ /3 
H =a Db, cy, + Db, c, a, + c, a, b, 
: نحد حاصل ضرب عناصر الاقطار المعاكسة الثلاث والتى هى‎ /4 
c b, a, , a, c, b,, D, a, <, 
نجحد ر۳1 ويمنل مجموع النوات الثلاث:‎ 5 
H = c Db, a, + a, c, b, + b, a, <c, 


2 
a b. cC 
a, b, Cc, = H -H, 
a, b, cC, 
سنحل المغال السابق بالطريقة الثانية:‎ 
9, 5 7 5 
3 


H =[ (2 xl1lx<O0) + (5x<2x<4)+ (4xل3‎ x (3)) [1 


4= 36 - 40 +0 = 
H =[([( 4x<1x<4) + ( ( ¢2)X<2x (3)) + (5 x<3 x< 0) [1‏ 
0-28 +12 +16 = 
5 2 
H -H = 4-28--24‏ = 1 3 
3- 
[] ملاحظة 
سوف نعتمد في ايجاد قيمة محدد المصفوفة 3×3 على الطريقة الغانية 
منال 920 ) 
جد قيمة : 
4 2- 
8- 4 
8 5- 
الحل 
2 7ر اهي چ2 ي 


ر 
< ×2 
x x ۶‏ ی 
4 َ6 َ8 47 6 
N‏ ی 
N »‏ و 
x» ۶ ٍ‏ 


2 * 5< يدع کج 


- 
1 


=] 3X×X4X<8()( + ) ¢2(X C8) X× C5) (+ ) 4 x 6 X× 2) [1 
96 - 80 + 48 = 64 


H =[ ( 4x<4x<(5)) + (3x (C8) x2) + (2) x 6 X8 ) [1 
= - 80 -48 -96 = -4 


3 
أ 0 3- ر‎ = H -H = (~27 )- (~47 )=-27 + 47-0 
5 


H - H = 64 - 224) = 8 


| 
90 
1 


H] = ) 1×) 3( ×5 ( + ) 2×x0×3( + ) 3× 2(×2‏ خد 
7- =0-12 +15 -= 
H =(3x (3) x3)+ (1لx0xلx2) + (2x C2) X3)‏ 
7-= 20- 0 +27- = 


[12 - 3 ] استخدام الحددات فى حل ثلاث معادلات آنيا من الدرجة الاولى 


بثنلاث متغيرات وتسمى طريقة كرامر 


تعلمنا سابقا حل معادلتين آنيا وبطريقة الحددات ر كرامر) وفى موضوعنا هذا سنتعلم كيفية حل ثلاث 
معادلات من الدرجة الاولى وبثلاث متغيرات بأستخدام الحددات وكمايلى: 

ax+b y+c z-=h 

ax+by+cz=h, 


a,x + b,y + c,z=h, 


يمكن بعد ضرب المعادلات بمعاملات عددية وبطريقة الحذف كما سبق فى حل المعادلتين الآنيتين يمكن 
الحصول على القوانين الاتية لايجاد قيم 7 ,¥ ,× 
هى محدد مصفوفة معاملات 7Z‏ , ¥ , × فى الطرف الاين 


hh bb Cc 
hı Db, <c 
A x h, Db, <c, 
× = 
A a Db <c 
a Db) <c 
a, b, Cc 


×۸ هی مشابه محدد ۸ بحيث تحل المعاملات العددية فى الطرف الايسر بدلا من عمود معاملات × 
۸7 هی مشابه محدد ۸ بحيث تحل المعاملات العددية فى الطرف الايسر بدلا من عمود معاملات ۷ 


a, h, Cc 
a h, cC 
a, hy, <c, 
a, bı Cı 
a b, Cc 
a b C 


7 هي محدد المصفوفة التي تمل مصفوفة ۸ بحيث تحل المعاملات العددية في الطرف الايسر بدلا من 


عمود معاملات 7Z‏ 


|| ملاحظة 


ج e‏ 
س ا 


© 


دن 


س 


س 


دن 


ج س 
N‏ 


1- یجب ترتیب حدود المعاملات بحيث المعاملات العددية في الطرف الان والحدود التي حتوي 


× » ¥ , 7 فى الطرف الايسر ومرتبة بنفس الطريقة فى المعاملات النلاث . 


2- إذا كانت قيمة ۸ = صفر فى حل معادلتين آنيا أو ثلاث معادلات فإن المعادلات ليس لها حل فى ۴۸ . 


حل المعادلات النلاث وبطريقة الحددات فى كل نما يأتى : 


cC 1 4 3| 1 4 
e 4 5 fk nC 5 
c, 5ˆ -3 `-2 5 3 
Cı ا‎ 
Cر‎ 5 > 


1) x+ 4y+ 3Z =1 
2x + 5Y + 4Z =4 
XxX- 3¥ - 2Z =5 


3 34-31 [32-ر 75+12 ] - [ 80-336+ 10- ¡ 


x= . 
۲-10 + 16 - 18 7] - ] 15 - 12 - 16 -12 +13 
a h cC 1. 1. 3|1 1L 
a h « 2 E 2 24 
عر‎ € > 
Ay a, h, <¢, 1 52 1 5 
۷ = 
A a b, 1 4 3| 1 4 
a, b, Cc, ر9‎ 5 4| 2 5 
a, b, cC, 1] -3 -2 1 -3 
]-8+4+ 30 7 - ] 12+ 20-4] 26 -28 رت‎ 
y= e د ےک‎ 2 
]-10 + 16-1871 -]15 - 12-161] -12 +153 1 
a bb h 1 4, 1| _ 1 _ 4 
aر‎ b» h, 2 E 4 2 3 
Az a, b, h, 1 7-35 ` 1 3 
7 = 
A a, b, cC A 
a, b, 
3 b, Cc, 
] 25 + 16-6 1 - ] 5-12-40 ¡ 35 - 33 
7= E oo د ڪڪ‎ 


1 1 


ر 7ر 2 0 رو 


2 y-2Xx + 3-Z , 3X - 4= 2y -2Z2 , KX+Y+7Z =9 


ال رتب العادلات اللات ورکالاتی: 
-2X + ¥ = 7 = -3 ٠‏ 
3X - 2y + 2Z = 4‏ 


X+ ¥ + 7Z =9 


اولا نجحد قيمة ۸ حیٹث 


A= |3 2 A&E 2 
1“ 1*1 1 1 


hh b Cc 3 1. 1| 3 1 
h b c«, 4 2 2 چ‎ 2 
Ax h, b, <c, 9“ 1*19 `1 
. × = ک‎ 
A 2 2 
1 6+18+4 1- [18+ 6) +4) 20-16 4 
x = 7 
2 2 2 
ا‎ h, cC 5 
aر‎ h, Cر‎ 
Ay a, hy, <¢, 1 
۷ = 
A 2 2 


]-8+-6(+ )-27(1 - ] )4( + ) ~36( + 9(1] -41+ 09 8 
O O - =4 


y E 
2 2 2 


a bb) h, 3 2 
Az a, b, h, 1 1 
7 = 
A a Db cC 2 
a b, cC 
a, b, Cc 
[36+ 4+ 9)1 - ] 6+ )8( +27 | 31 - 25 
ك ا‎ 


2 2 
. X=2 ,ر‎ =4 , 7-3 


3) 2x- 4y+5Z=5 „, X+3¥y-2Z+10-0 , -3x<- 2y -47+ 6-0 
الحل‎ 
: نرتب المعادلات أولاأ وكما يلي‎ 
2x - 4y +59Z =5 
x + 3¥ - 2Z =-10 
-3x - 2¥ - 47 = -6 


کل 
a Db, cC 2‏ 
A = ja b, cj = j1 E 2 3‏ 
* £ َع 
ر و 4- رو 3- a, b,‏ 


A =[ -24+ ~24)+ 10) |] - ] - 45 + 8+ 16 1] = ]-58 1 - ] -21 [--7‏ 
ثم نجد کلامن× و ۷ و 72 وکمايلي: 


5 -4 5| 5 4 
-10 a 20 3 
کے ا ع‎ > 
Ax GE aS E 
= كا‎ 
A -7 


222 [ 230-]-81-] ]160(1 +90+20-] - [ 100+ )48 +60- ] 
6ک کک ا 
37- 37- 37- 


A‏ 5۹ عر 
[ ر20 +1150+24 -30)1-+80+30[ 6- 4-3 6- 3-| Ay‏ 


A 4 -37 


Az |-3*-2 %6 3 3 [(10-+ر(120-¢+36-‎ - ]-45+40+24[ 


A - 37 -37 


185- 19 - 166- 
و و 
37 - 37 - 


5 =2 ,۷2ر 6--=×. 


س1 : جد قيمة كل نما يأتي وبين اي منها هو محدد لمصفوفة منفردة: 


1 cosx Sin x ر3 ر2‎ 22 N3 
Sin X  -COSX 5 1 J 3 N2 
2 
4 3 1] 5 2 1 2 3 
76 8 2ر5‎ 4 3 6(|/4 5 6 
3 1 1 -1 1 
: س2: حل المعادلات الاتية وجد قيمة × في كل نما يأتي‎ 
ر1‎ 3x 3 ر2 م‎ X xX x 2 -1 
9 4x x-1 x-5 1ا33‎ 0 6|3 
5 -1 8 


س3 : حل المعادلتين الانيتين في كل نما يأتي وبطريقة كرامر: 

1) Sx+3 =4¥ , 3xX+ ¥=5 
2) 2x-3 =3¥ , Xx-[] = 2¥ 
3) 4y+2x<-= 0 , 3x+ 5y =-1 
4) 2Zx+3¥y-=6 , Xx+ ¥ =1 

س4 : حل المعادلات الثلاث بايجاد قيم 7 , ¥ ر× وبطريقة الحددات في كا نما يأتي : 
3X+¥Y-Z =2 , 2ZX+13¥y+Z=1] , x-¥y+ 3Z = 8‏ )1 
4y+27Z=0 , 2X+7=-8 , OX + OY = 2Z + 4‏ )2 


3) X+13¥y=2Z-2 , 4x+!2¥y=Z-3  , 2x-¥+7Z=0 


4) 3x+¥y-Z=-[] ,„, Sx+2y+Z-=8 „, xX-3¥-47= -5 
ل‎ 
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الفصل الرابع 
CHAPTER 4‏ 


Statistics الاحصاء‎ 


[ 4-1 ] مقدمة 


كلمة الإحصاء تعني علم جمع البيانات وتحليلها وتفسيرهاء ولعلم الاحصاء مجالان رئيسان: (الاحصاء 
الوصفي) الذي يهتم بوصف البيانات ورالاحصاء الاستدلالي ) الذي يهتم بتفسير البيانات ونحليلها بهدف 
الوصول الى استنتاجات او تنبؤات منها. 

للاحصاء دور مهم وفعال في حل كنير من المشاكل : الادارية والافتصادية والحياتية والطبية وغيرها e‏ 
ولاهمية هذا الدور يتوجب علينا دراسته وفهم حقيقته. 

لقد استخدم البابليون (1800 قبل الميلاد) الواحا من الطين كسجلات للغلال الزراعية وما يجنونه من 
بيعها كما ان المصريون القدماء جمعوا بيانات عن اعداد مواطنيهم وثرواتهم قبل بناءهم للاهرامات نحو 
القرن الحادي والغلائون قبل الميلاد. 

وكان للحضارة الرومانية اول حكومة قامت بجمع البيانات وتحليلها حول اعداد السكان ومساحات 


امناطق التي تقع تحت سيطرة الرومان والثروات الحيوانية والزراعية والمعدنية المتوفرة فيها. 
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Measures of Disperssion مقاييس التشتت‎ ]4-2[ 


(مراجعة) 


لكل مجموعة من الاعداد وسطا حسابياً وان اعداد هذه المجموعة رما تكون مجتمعة بالقرب منه او 
مبتعدة عنه فاذا كانت هذه الاعداد متجمعة بالقرب من وسطها الحسابي فان مقدار تشتتها ضئيل . واذا 
كانت هذه الاعداد مبتعدة عن وسطها الحسابي فان تشتتها كبير . 

ومن مقاييس التشتت المدى( ge‏ ھR(‏ « رالانحراف اlعيlري (Standard Deviation)‏ 
والانحراف المتوسط والتباين. وسندرس الانحراف المعياري 


Standard Deviation الانحراف المعياري‎ ] 4-2-1 [ 


يعرف الانحراف المعياري بانه الجذر التربيعى لمتوسط مجموع انحرافات قيم المتغير عن وسطها الحسابى 
Arithmetic Mean)‏ ) وسنرمز للانحراف المعياري بالرمز (8) . 


1) نستخرج الوسط الحسابي( × لتلك القيم 
2) نستخرج انحراف كل قيمة عن وسطها الحسابي(×-×) 
3( نربع الانحرافنات (XK)‏ 
4( نستخرج مجموع مربع الانحرافات ”(×-×) 2 
(KK) ٤ ٠‏ 
قم الا على عدو الق ا 
e‏ 1 = 
S-= ¥ x2 “CX f S= > (X-XK)‏ 
SEE "SES‏ ر 7 کڪ لہ 


حیث أن ٤‏ تمنل التکرارات 
ZÊ xx)‏ 
3 


39 0 


1+3+5+7+9 25 


أحسب الانحراف المعياري لمجموعة من الاشخاص من الجدول التالى 


س2 /من الجدول التالى .احسب الو سط الحسابى 


س4 / لدينا الجدول التالي 


او جد الوسط الحسابى والانحراف المعياري 


correlation الارتباط‎ ]4-3 [ 


لقد استخدمنا سابقا الطرق والاساليب المختلفة فى جمع وتصنيف وتبويب البيانات وكذلك إستخراج 
بعض المقاييس التي تعطي فكرة اكثر وضوحا منل مقاييس النزعة المركزية ومقاييس التشتت إن هذه 
الطرق والاساليب إستندت على البيانات المجمعة من متغير واحد فقط سواء كانت هذه البيانات مبوبة في 


توزيع تكراري ام غير ذلك وفي أحوال كثيرة نحتاج دراسة متغيرين او اكثر في ان واحد. 


Linear correlation الارتباط الخطی‎ ] 4-3-17 


إن مفهوم الارتباط الخطى يقترن بحالة وجود متغيرين أو اكثر تقترن مع بعضها بعلاقات خطية معينة 
على سبيل المغال العلاقة بين طول الشخص ))1١(‏ وكتلته (« Kg‏ ) . العلاقة بين تحصيل الطالب المتخرج 


من الكلية والمستوى المعاشى لاسرته .العلاقة بين نسبة الشفاء من مرض معين وكمية الجرعة التى تناولها 


من الدواء. 
إذا كان المتغيرين المرتبطين يتغيران بنفس الاتحاه اي زيادة او نقصان في احدهما يؤدي الى زيادة او 
نقصان في الأخر ويقال ان الارتباط موجب (طردي) على سبيل المغال زيادة طول شخص يتوفع ان يقابلها 
زيادة في وزنه. وانخفاض في دخل الفرد يتوقع منه إنخفاض في أنفاقه على بعض السلع. أما اذا كان 
المتغيرين المرتبطين يتغيران باتحاه معاكس زيادة او نقصان في احدهما يؤدي الى نقصان أو زيادة في الاخر 
عندئذ يقال ان الارتباط بينهما سالب (رعكسي) وعلى سبيل المغال . زيادة في سعر الوحدة من سلعة معينة 
يتوقع ان يؤدي إلى انخفاض في الطلب على تلك السلعة . وان إنخفاض في درجات الحرارة يتوقع ان يؤدي 
الى زيادة الطلب على الوقود . ويقال إن الارتباط بين متغيرين تام (أ)٤٥€۲۴٥‏ ) إذا كان التغير في احدهما 
متناسب مع التغير في الاخر ومغال على ذلك . الارتباط بين درجة الحرارة ا معوية ودرجة الحرارة الفهرنهايتية | 
هو ارتباط تام . ١‏ 


ت 


07 


9 
F = +32‏ 
5 
ويتم حساب الارتباط من خلال معامل الارتباط 


correlation coeflcient معامل الارتباط‎ ] 4-[ 


يعرف معامل الارتباط بانه درجة او قيمة العلاقة التى تربط بين متغيرين او اكثر مع بعض وهى قيمة 


حقيقية خالية من وحدات فياس المتغيرات المرتبطة بعلاقة . 


[ 4-4-1 ] معامل الارتباط الخطى البسيط 


simple correlartion coefficient 


يعرف الارتباط الخطی البسيط بأنه الدرجة او القيمة العددية للعلاقة بين متغيرين فقط . 


[ 4-4-2 ] معامل الارتباط بيرسون 
يعد معامل الارتباط بيرسون من معاملات الارتباط التي تستخدم في حساب العلاقة بين متغيرين متصلن 
وعلى سبيل المغال الطلبة الذين يحصلون على درجات عالية فى الاأمتحانات المدرسية فانهم يحصلون على 


حل المشكلات . والعلاقة بين التحصيل العلمى والذكاء ويرمز لمعامل الارتباط (۴) » فاذا كان لدينا ۸[ من 


ازواج القيم ( و ‹ وک) ٠٠٠۰‏ ( ر درک) ۰ (,لد×) من الظاهرتین (&)› (۷) 


فان معامل الارتباط بيرسون يحسب باحدى الصيغتن : 


lyr = 
5 o 
1 _ 
— 2 xy -×y 
2= 


حیث (۴) معامل ارتباط بیرسون 

× = الوسط الحسابي للظاهرة × 

۷ = الوسط الحسابي للظاهرة ۷ 

8 = الانحراف المعياري للظاهرة × 

,$ = الانحراف المعياري للظاهرة ¥ 
ولحساب معامل الارتباط نتبع :- 

1 ) نحد الوسط الحسابي للظاهرتين × , ۷ 

2 خد الانحراف المعياري لكل منهما 

3) مجموع حواصل ضرب کل من الظاهرتین 2)X-×()-¥(‏ ار¥× <> 
ومن ثم نطبق احدى الصيغتين . 


I>r> -1 3 


2) عندما تکون 1+ ۲ الارتباط طردي تام 

3) عندما تکون 1- ۴ الارتباط عکسي تام 

4) عندما تکون 0 ۲ انعدام الارتباط 

5 عندما تکون ۲ بین 0.5 و0.75 طردي متو سط 
6) عندما تکون ٣‏ تزید على 0.75 طردي قوي 


7) عندما تکون ۲ اقل من 0.5 طردي ضعیف 


جد معامل الارتباط بين المتغيرين × > ¥ من الجدول الاتى : 


3x 6+5+4+3+2 20 


ا 


n 5 5 
xy 12+10+8+6+4 40 
ا‎ @§ 
n 5 5 
(XX) Y-Y(” )x( ¥ 
-2 -4 16 


1 
SN (7 = .10 2 


1 . 
._ TIED Y) 


الارتباط طردي تام آ - 


/1 8 /1 
S,= N TAY (¥)? = > × 360 - 64 - 8 -2 2 


1 _ 
—ںÙxy-XxYy‎ 
Sy x3, 


1 
— <180 - 4 < 8 
5 


ج 


22 


الارنياظ طردي تام 


(2 


البيانات التالية تمنل الكمية المعروضة من سلعة معينة وسعر الوحدة الواحدة من هذه السلعة .المطلوب 


حساب معامل الارتباط البسيط بين الكمية المعروضة والسعر. 


(XX) (YY) 


ادو 


E 

دن 

: ١ ١ 
ا‎ 


8 
4 
0 
0 
2 
8 
1 
1 
0 


1 8 1 4 

8= — 2 &-XK( ڪِ‎ X3 x 16 = 3 
1 

1 8 44 

SF OY = 7> ا‎ 


1 
. 24 24 


1 کڪ‎ Frese 

TAKO _9 

سه س وی 
8 35 


r= = 0.905 


وهذا يعنى ان درجة الارتباط مابين الكمية المعروضة من هذه السلعة وسعر الوحدة منها هو 0.905 وإنه 


ارتباط موجب . دلالة على أنه كلما ازداد السعر ازدادت بالمقابل الكمية المعروضة من هذه السلعة . 


ان الشكل الاندشاري يعتبر أبسط طريقة يقة لعرض بيانات توزيع مزدوج وهوعبارة عن انتشار النقاط في 
الملستوي (¥ , ) التى احداثيها السينى يمثل قيمة × واحداثيها الصادي يمثل ¥ ومن خلال الشكل 
الانتشاري يمكن تكوين فكرة جيدة عما اذا كان المتغيرين مرتبطين ام غير ذلك . فاذا للاحظنا ان نقاط الشكل 


الأنتشاري متقاربة مع بعضها فاننا نتوقع فى هذه الحالة وجود ارتباط جيد بين المتغيرين اما اذا كانت النقاط 
متباعدة كثيرا فأننا نتوقع ان الارتباط بينهما ضعيف . وكذلك من خلال الشكل يمكن استنتاج نوع الارتباط 


فيما اذا كان سالب او موجب وتضعف العلاقة اي تنخفض قيمة معامل الارتباط كلما ازداد الانتشار. 


معامل الارتباط ( )١+‏ طردي تام معامل الارتباط )١-(‏ 


عکسي تام 


طردي (موجب) عکسي (سالب) 


spearmans coefficient of Rank correltion 


لو اراد باحث قياس التكيف الاجتماعي للطلاب قد لايستطيع ذلك وقد لايجد ما يمكنه قياس مغل 
هذه المتغيرات .ففي هذه الحالة كن قياس المتغير بمقياس رتبي كان يستطيع الباحث استطلاع اراء عدد من 
ا للعلمين او ممن لهم صلة بافراد العينة 

لكي يصنفوا افراد العينة رتبيا على ذلك المتغير فيقال ان (4 )اكثر تكيفا من (8) وهذااكثر تكيفا 
من( € ) وهكذا .ويمكن اعطاء ر4 ) المرتبة الاولى في التكيف الاجتماعي بمقارنته مع زملائه .وبنفس 
الطريقة يعطي ( 8 ) المرتبة الغانية و ( € ) المرتبة الغالغة . كما يمكن ترتيب نفس افراد العينة على متغير 
اخر غير التكيف الاجتماعي كان يكون الاتحاه نحو المدرسة او مدى نشاط الطالب وفاعليته وقد يرمز ر(&) 
للمتغير الأول ور للمتغير الغاني فاذا اراد الباحث التعرف على العلاقة الموجودة بين ( ¥ , ) وهما 


متغیران رتبيا فانه یستخده 


ولحساب قيمة معامل الارتباط لسبيرمان نتبع الخطوات التالية :- 
1) نرتب كلا المتغيرين ٭ و۷ تصاعديا او تنازليا 
2) تحديد الرتب التي تقابل كل قيمة من هذه القيم 
3) في حالة اشتراك اكثر من قيمة في مرتبة واحدة تحدد المراتب الجديدة من خلال ايجاد متوسطها 
4) حساب الفروق بين رتب كلا المتغيرين ×و ¥ 
5 ) حساب مربع الفروق بين المتغيرين 
6) تطبيق قانون معامل الارتباط لسبيرمان o‏ 


a e 
nMٌ-1) 


(الفرق بين رتب كلا المتغيرين ) رتب ¥ - رتب ×=4 | 
مربع الفرق بين المتغيرين = ”ل | 
عدد ازواج البيانات = 1 | 


r o 


5 


مال 8 


كانت تقديرات ستة طلاب في مادة الاحصاء والرياضيات كما يلي : 
ر ف ااا ج د د وق ل اا 2 
تقدير درجة الرياضيات : متوسط » جيد» مقبول» ضعيف » متاز» جيد جدا 
جد معامل الارتباط البسيط بين تقدير الطالب في امتحان الاحصاء وتقديره في امتحان الرياضيات. 
الحل 
نبد بترتيب التقديرات وفق ترتيب تصاعدي او تنازلي ولیکن ترتيب تصاعدي ثم نخصص رتبا من 
الاعداد الطبيعية. 


OO 4© @ @ @ 


۸ : ضعيف » مقبول» متوسط » جید» جيد جداء نمتاز 
¥ : ضعیف » مقبول » متوسط » جید» جید جداء نمتاز 


ثم تعود لتخصيص هذه الرتب والتقديرات الأصلية كماهو موضح في الجدول التالي. 


r=] -‏ 
nmnٌ^-1)‏ 
ر 
مدال 
احسب معامل الارتباط بين رتبة النجاح (×) والدخل الشهري (ل) لعائلة 
x: 80,94,92,66,71,60‏ 
y: 700,350,700,400,550,80‏ 
© © ® ®®® 0 
ترتب القيم تصاعديا 94 , 92 ,80 , 71 ,66 x:60,‏ 


6>d 
ا‎ 
nMٌ^-1) 
معامل الارتباط عکسی لانہ سالب 0.43 _ _ 20-7 _ 20:57 × 1م‎ 


6 36-1) 35 


1 


س1 / جد معامل الارتباط بين × و من الجدول التالي : 


س4 / جد معامل الارتباط البسيط بين المتغيرين × ,۷ 


x 2578 6 9|8 0|4 5 1 9 
11|35|6146 |7|9|31 4|9 8 


س5 | جد معامل الارتباط البسيط للمتغيرين × ,۷ 


س6 |/ من الجدول التالي جد معامل ارتباط سبیرمان 
x: 50,70,80,40,30,60,65,70, 75,55‏ 


y : 45 ,60,65,30,20,55,60,60,65,50‏ 
س7/ البيانات المعطاة فى الجدول التالى تمل الكنافة العددية لاشجار الصنوبر (×) ومساحة قاعدة 
الأاشجارر۷) 


x: 307,79,71,192,122,404,55,82 


y :13.5,20.1,14.8,19.6,19.5,17.4,26.1,21.1 


اللطلوب ايجاد معامل ارتباط سبيرمان بين كثافة الاشجار ومساحة قاعدة الاشجار. 


Regression الانحدار‎ ]4 - 5[ 


الاأنحدار : 

التنبؤ بقيمة متغير معين من معرفة قيمة متغير آخر . فمغلا يمكننا استخدام الانحدار للعنبؤ بمقدار الدخل 
القومى ( ¥) من معرفة مقدار الانتاج الزراعى أو الصناعى () لسنة معينة وكذلك يمكننا استخدام نفس 
الأسلوب للتنبؤ بالدرجات التى يحصل عليها الطالب فى الامتحان الوزاري العام ( ¥ ) من معرفة درجاته فى 
الامتحان المدرسي () وبصورة عامة فانه بيمكن التنبؤ بقيمة المتغير ( ¥) في ضوء معرفة قيمة المتغير () 

ولأجل التدبؤ بمقدار القيم الخاصة بمتغير معين من معرفة قيمة متغير اخر يستخده عادة أبسط الصور 

^۸ 

الرياضية وهي الصورة الخطية وتنل بالمعادلة العامة للخط المستقيم y=bx+a‏ 

رتعنى هذه المعادلة إيجاد قيمة ( ل المتوقعة والعلامة فوق ( ل تدل على إن القيمة (متوقعة او تقديرية) 
وتساوي فيمة (&) مضروبة في ثابت معين ( [) مضافا إليها ثابت اخر (4) وكماهو ملاحظ إن المعادلة 
تحتاج الى التعرف على ثلاث قيم () » (4) » (0) لكي تستطيع التنبؤ بقيمة (۷). 

ومن تلك المعادلة ينبغى التعرف على خط lلîنحدار‏ ) (Regression line‏ 

ويمكن رسم خط الانحدار بواسطة تحديد نقطتين على الأقل ورسم الخط المستقيم الذي يصل بين تلك 
النقطتين ولأجل التعرف على قيم النقطتين التي نريد تعيينها ينبغي التعرف على قيم (4) » (0[) 

ونحسب قيمة ( 0 بواسطة القانون التالى : 


nZXy-( ZX) (ZY) 


b- 
nÙx? - O XK) 
1 7 Y ع‎ 
a= y - bx : ونحسب فيمة (4) كما ياتي‎ 
حيث تمل () الوسط الحسابي لقيم المتغير ¥ وتمنل (×) الوسط الحسابي لقيم المتغير × ويمكن كتابة‎ 
: المعادلة السابقة‎ 
a= 2y b 


n n 


منال 8 


عينة تتألف من سبعة افراد وكانت نتائجهم كما يلى: 


أحسب معادلة انحدار إ على × 


الحل 
نريد التب بتقدير قيمة () أي درجات الأختبار للافراد في الاختبار الثاني من معرفة درجات الاختبار 
الارل .)X(‏ 


j _ 2) 2) 
n>X? - OX) 


j __7992- 76× 90 _ 6944-6840 __104 032 


7x872 - 76 6104-5776 8 


.. معادلة انحدار () على (XxX)‏ 


Y -bX+a 
Y = 0.32 X + 9.38 


وعندما تكون قيمة (×) مثلا (5) كما هو الحال بالنسبة للفرد الثالث فان درجته المتوقعة في ( 
هي : 


Y = 0.32 x 5 + 9.38 - 8‏ 
.. النقطة (10.98 ,5) 
وعندما تكون قيمة () مساوية الى (10) بالنسبة للفرد الرابع 


Y = 0.32 x 10 + 9.38 -- 8 


.. النقطة (12.58 ,10) 
ولأجل رسم خط الانحدار علينا تعيين النقطتين 


122 


غالک 
البيانات التالية تغل الكمية المطلوبة من (ل) من سلعة معينة وسعر الوحدة‌الواحدة منها رج والمطلوب 
معادلة () على (&) : 


x|11|8|7|8 |6 9|55 47 
Y|3|5|6|4|614|9|8|9| 6 


j _ 2) 2y) 


n>xX? - Ox) 
p _ 10382 70. 60 __3820- 4200 ___ 38 _ 5و0‎ 
10x530 - 70 5300-0 40 ۰ 
a= 2¥ - b 2x 
1 n 
.5و0 , اگ ےو‎ 
10 10 


a=6+ 0.95. 7 =6 + 6.65 = 5 


. ¥-bX+a 
¥ -- 0.95 X + 125 
: ولغرض رسم المعادلة أعلاه نختار القيم ر لنحصل على قيم ( ¥ ) من المعادلة‎ 
X: 4 8 12 
Y: 8.58 5.5 1.25 


Y 


8 
6 )8,5.5( 
4 
2 


121.25 


2 4 6 8 10 12 14 


س1 / في تحربة حقلية لدراسة أثر زيادة كمية السماد العضوي على كمية الحصول من الحنطة تم الحصول على 
النتائج التالية: 


احسب معادلة انحدار كمية المحصول ر( ¥ ) على كمية السماد ر) 


س2 / إذا كان عدد الاهداف التي سجلها فريق بكرة القدم في عشرة مباريات خاضها مع فرق أخرى مقرونة 
بعدد ضربات الزاوية الممنوحة لهذا الفريق في تلك المباريات كالأتي 


احسب معادلة انحدار عدد الاهداف (لإ) على عدد ضربات الزاوية (×) 


س3 | الانات التالية تنل درجات ر12 طالب وان درجة الامتحان القصوى من (10) درجات والمطلوب 
معادلة انحدار (۷) على (XK)‏ 
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